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Resumo
Neste trabalho investigou» desenvolveu e implementou 
unia metodologia de depuração de erros grosseiros numa 
fototriangu lação an a lítica .
Os d ispos itivos  matemáticos u tilizad os  na depuração 
de erros grosseiros foram o "Data Snooping" e "Danish Method". 
O prim eiro fo i  aplicado nas observaçSes e o segundo nas 
observaçSes e pontos de controle.
O procedimento adotado na depuração dos erros 
grosseiros fo i  a filtra gem  progressiva» is to  é, os erros são 
depurados sequencialmente» do de maior ao de menor magnitude.
Todo o sistema, programas computacionais, fo i 
desenvolvido e implementado num ambiente de micro computador 




1.1. Desenvolvimento da Fototriangulação "On -  L ine“ .
O uso de técnicas fo iogram étricas para determinar 
posiçães te rres tres  CdensificaçSes de redes geodésicas, 
levantamentos cadastrais, levantamentos de engenharia, e t c .3, 
tem sido submetido a profundas discussSes durante os últimos 
20 anos ou mai s .
Nesse período a fo to triangu lação a n a lít ica  passou 
por um grande avanço tecno lóg ico  e conceituai. Com is to  novas 
proocupaçSes surgiram, ta is  como: corroçBss aos erros
sistem áticos, detecção de erros grosseiros e outras 
preocupaçSes» sempre na busca de resultados mais precisos.
As coordenadas f o t o t r ianguladas analiticam ente foram 
se tornando mais precisas» precisão esta que depende da 
e f ic iê n c ia  do modelo matemático adotado e da qualidade das 
observaçBes. Em função d is to  , do equipamento u tiliza d o , do 
método e de vários outros fa to res  surgiram várias 
c la ss ificaçS es  na fototriangu lação.
Dentre as várias c la ss ifica çS es  da fototriangu lação, 
neste trabalho são de in teresse  as c la ss ifica çã es  quanto ao 
método de ajustamento e ao modo de processamento.
O método de ajustamento pode ser d iv id id o  em 
sequencial e simultâneo. No prim eiro, o processamento é 
efetuado logo  após a observação do último ponto, aplicando-se 
assim o modelo de ajustamento sequencial. Ê o procedimento 
recomendado quando se u t i l i z a  computadores de pequeno porte. A 
fototriangu lação simultânea, quando se efetua o ajustamento 
simultâneo, necessita de computadores com grande capacidade de
processamento e armazenamento.
Quanto ao modo de processamento pode ser: " o f f —1ino"
Cfora de linhaD» onde as obser vaçSes e o processamento sSo 
tratados em duas etapas d is tin ta s ; "o n -lin e " ou em linha» onde 
as observaçÊfes são processadas quase que em tempo r e a l , á 
medida que são efetuadas.
Geralmente a fo to triangu lação sequencial é associada 
ao modo "o n - lin e ", pois» como já  fo i  comentado o processamento 
das observaç&es em tempo rea l leva  a processar os parâmetros» 
caracterizando assim uma foto triangu lação "on -lin e ". Da mesma 
forma a f o t o t r iangulação simultânea é associada ao modo de 
processamento " o f f - l in e " .
Segundo CGRUEN» [14JD» a qualidade e e fic iê n c ia  de 
um sistema "o n -lin e " são baseadas no tempo de computação 
requerido» fa c ilid a d es  computacionais» métodos de análise dos 
resultados, con fiab ilid ad e  dos resultados e do grau e con forto 
da in tera tiv id ad e .
As fa c ilid a d es  computacionais» con fiab ilidade dos 
resultados e grau e con forto  da in tera tiv id ad e  dependem do 
equipamento d ispon ível e do programa desenvolvido. Os métodos 
de análise dos resultados dependem também do programa 
desenvolvido, is t o  é» da capacidade do programa em depurar da 
melhor forma possível os erros grosseiros e sistem áticos.
A f o t o t r iangulação "o n -lin e " está intimamente 
relacionada com os r e s t i tu idores a n a lít ic o s  C "analytical 
p l o t t e r p o i s  todo o sistema deve dar uma resposta quase que
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Apreeenlodo por U. v. Hslava na dseada d* 50,
considerado o idealizador do roali.lui.dor analítico.
imediata quando um comando é acionado. Os res titu id ores  
an a lít icos  oferecem a poss ib ilidade de processar as 
observaçSes em "tempo r e a l"  e posicionar as marcas de mediçSes 
automati camente.
A p a rtir  da década de 50» a fo to triangu lação "on -  
l in e "  começou a ser desenvolvida aproveitando-se do 
desenvolvimento dos computadores. Consequentemente vários 
trabalhos foram publicados.
Entre 1963 e 1974, Jaksic en fa tiza  a possib ilidade 
de formar fa ixas  analiticam ente, citando a transformação
imediata do sistema da fa ix a  para o sistema do contro le 
te r re s tre  e menciona também a capacidade do procedimento de 
rep e tir  as observaçSes das fotocoordenadas, CGRUEN, |l4|3.
A p a rtir  de 1076, com a criação de um grupo do
trabalho pela Sociedade Internacional de Fotogrametria e 
Sensoriamento Remoto CISPRSD, a fo to triangu lação "on -lin e " 
tomou um grande impulso e a p a rtir  de então um grande número 
de trabalhos foram publicados.
Mikhail & Ackerman |SQ | usam o método em que se
modifica a inversa do sistema das equaçães normais, a fim  de
adicionar ou de letar dados observados e/ou parâmetros do 
modelo.
O f i l t r o  de Kalman fo i  originalm ente desenvolvido e 
aplicado ao problema de estim ativa sequencial, onde um vetor 
de dimensão constante vai sendo atualizado. Capacidade esta 
que poderia ser aproveitada na inserção ou deleção de 
observaçSes. A maior desvantagem desse método se deve á 
im possibilidade de explorar o padrão esparso da matriz das 
equaçSes normais CGRUEN, |13|D.
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A técn ica Fator de Atualização Triangular ap lica-se 
na estim ativa sequencial em f o to tr  i angulação "on -lin e ", 
explorando o padrão esparso da matriz das equaçSes normais, 
evitando a desvantagem do f i l t r o  de Kalman CGRUEN |13|D.
Pode-se também u t i l iz a r  os métodos de solução dos 
sistemas de equaçSes normais, ta is  como: Gauss—S e id e i,
Cholesky, Gradientes Conjugados e outros, os quais tornam o 
procedimento da solução dos sistemas de equaçSes normais mais 
rápidos, se comparado ao procedimento da solução pela inversa 
CX = N 4ID. Entretanto, a grande desvantagem do procedimento 
destes métodos a ltern a tivos  de solução de sistemas de equaçSes 
normais é  a in v iab ilid ad e  de se determinar a inversa da matriz 
N, im possib ilitando a estim ativa da precisão dos parâmetros, 
problema este  que pode ser contornado u tilizan do-se  de pontos 
de v e r ific a çã o  ou por algum procedimento matemático.
A grande vantagem da f o to tr iangulação "on -lin e " é 
quando o procedimento da filtra gem  progressiva dos erros 
grosseiros é efetuada. Pode se u t i l iz a r  a sequência 
recomendada por CSILVA, J34|D para a filtra gem  progressiva dos 
erros grosseiros.'
1.2. Defin ição do problema
Um dos problemas da fototriangu lação é a presença de 
erros grosseiros que deterioram os resultados, podendo até 
fornecer resíduos ace itá ve is  à primeira v is ta , mas os 
parâmetros estimados e suas variâncias não corresponderão á 
rea lidade, ou se ja , a precisão interna não representará a 
externa.
A análise dos resíduos para a detecção e loca lização
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dos erros grosseiros é  d i f í c i l ,  pois os resíduos são 
considerados va r iáve is  a lea tó ria s  d istribu ídas normalmente, 
is to  é, ECvD = O. Na f o t o t r iangulação a situação se torna mais 
c r í t ic a  devido ao número de observaçSes envolvidas ser muito 
grande e a d is tr ibu ição  normal dos resíduos ap lica -se  não 
somente ao conjunto, mas também às fo to s  e pontos 
individualmente. Em outras palavras, a soma dos resíduos em 
uma fo to  e a soma dos resíduos de um ponto em todas fo tos  é 
nula CEL-HAKIM, |lO |D .
Existem vários procedimentos para a detecção de 
erros grosseiros. A filtra gem  progressiva parece ser 
atualmente a mais e f ic ie n te  e a mais apropriada na 
fototriangu lação "on -lin e ". Ela consiste basicamente em 
detectar erros grosseiros de maior magnitude prim eiro com 
algoritmos mais simples e progressivamente i r  detectando os 
erros gradativãmente menores com d ispos itivos  matemáticos maís 
refinados. Por fim , para detectar erros grosseiros de menor 
magnitude usam-se técn icas e s ta t ís t ic a s  ta is  como: "Data
snooping" e Estimativa Robusta.
Segundo S ilva  j 34|, a técn ica de filtragem  
progressiva dos erros grosseiros a liada a in ferên c ia  bayesiana 
pode aumentar a e f ic iê n c ia  na con fiab ilidade da 
f o to tr i angulação.
Na foto triangu lação simultânea " o f f - l in e "  o 
procedimento para a depuração de erros grosseiros torna-se 
d i f í c i l ,  pois a grande quantidade de dados envolvidos pode 
mascarar o resultado e, ainda, dependendo do erro , in v ia b iliza r  
todo o bloco.
A foto triangu lação a n a lít ic a  sequencial por
processamento "on -lin e " leva  vantagem sobre o processamento 
simultâneo " o f f - l in e " ,  com respe ito  à depuração de erros 
grosseiros. Is to  ocorre devido ao tratamento quase que em 
tempo rea l e também pela pequena quantidade de observações a 
ser processada em cada fase  do ajustamento.
O método dos mínimos quadrados CMMQj é geralmente 
aplicado na foto triangu lação a n a lít ica  que considera somente a 
ex istência  de erros a lea tó r io s , requerendo na sua aplicação a 
in ex istên c ia  de erros grosseiros e sistem áticos.
Os erros sistem áticos podem ser modelados ou 
parametrizados matematicamente, com is to ,  se adapta 
aproximadamente o modelo funcional à rea lidade T ís ica .
As observaçSes afetadas pelos erros grosseiros devem 
ser elir/iinadas. Na f o t o t r iangulação a n a lít ica  de grande bloco, 
grandes quantidades de observaçSes são efetuadas, que torna o 
procedimento de depuração de erros grosseiros quase que 
im pra ticáve l, quando ajustada simuitâneamente.
1.3. Ob j  e t i  vos
Os ob je tivos  p rin c ipa is  deste trabalho são: 
aD desenvolver, em microcomputador, um programa de
fototriangu lação a n a lít ica  sequencial na linguagem FORTRAN 77; 
b} implementar algoritm os para a depuração de erros grosseiros; 
cD desenvolver um programa de fo totriangu lação simultânea por 
fe ix e s  perspectivos e
dZ> tes ta r , comparar e analisar os resultados e algoritmos 
i mplementados.
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1.4. Tópicos do trabalho
A depuração de erros grosseiros será apresentada no 
cap itu lo  2, onde serão d iscorridos os tipos de erros 
grosseiros e os procedi mentos adotados para depurá-los.
O procedimento u tiliza d o  neste trabalho é a 
filtra gem  progressiva dos erros grosse iros , onde dois modelos 
matemáticos p rin c ipa is  serão testados, o "Data Snooping 
modificado" e a Estimativa Robusta. Estes testes  terão por 
fin a lid ad e  v e r i f ic a r  a sim plicidade, fa c ilid a d e  computacional 
e principalmente a capacidade de detectar mais de um erro 
grosseiro  no ajustamento.
No cap ítu lo  3 a depuração de erros grosseiros nás 
f  otocoordenadas será apresentada teoricamente. O procedimento 
adotado para auxi1ia r  na depuração dos erros grosseiros será a 
u tiliza çã o  de três  fo to s , ajustadas simultaneamente 
C trip letosD , usando o método de Cholesky para reso lver o 
sistema de equaçSes normais. O resultado fin a l é a formação de 
fa ixas  com coordenadas trid im ensionais, isentas de erros 
grosseiros detectáveis , e coordenadas observadas depuradas dos 
erros grosseiros e sistem áticos.
Na primeira parte do cap ítu lo  04 será apresentada a 
concatenação sequencial das fa ixas , até à formação do bloco, 
que é transformado para o sistema de coordenadas do terreno, 
com o a u x ílio  dos pontos de controle. Para estas 
transformaçcSes u t i l iz a -s e  de vários modelos matemáticos, a fim  
de se v e r if ic a r  a exatidão deste procedimento.
Na segunda parte do cap itu lo  04 será apresentada a 
f o t o t r iangulação simultânea por fe ix es  perspectivos, tornando 
assim os dois procedimentos an teriores como um
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pré-processamento, ou se ja , re fin a r as coordenadas observadas e 
calcu lar as coordenadas aproximadas para o ajustamento 
posterio r, podendo assim v e r i f ic a r  que melhorias tra r ia  este 
pré-processamento Cem linha e concatenação das fa ix a s }. Ainda 
nesta etapa ó ve r ific a d a  a ex is tên c ia  de erros grosseiros nos 
pontos de ligação  das fa ixas  e dos pontos de controle.
No cap ítu lo  5 serão apresentados vários testes  dos 
assuntos abordados nos cap ítu los 2, 3 e 4. Em função dos
resultados obtidos, serão apresentados no cap ítu lo  6 alguns 





A acuracidade das coordenadas de pontos no espaço 
obj et, o determinados por técn icas f  otogr amétr i  cas
CfototriangulaçãoD » depende: do uso do modelo matemático
adequado» da correta  parametrização dos erros sistem áticos e 
da capacidade do sistema em detectar erros grosseiros.
O método dos mínimos quadrados CMMQj é aplicado nos 
programas de ajustamento de f o to tr i  angulaçSo. As premissas 
básicas para a aplicação do MMQ são a in ex istên c ia  de erros 
grosseiros e sistem áticos e a superabundância de observaçSes.
Estando as observaçSes com erros grosseiros, e las 
apresentam uma indesejável d is tr ib u ição  dos erros sobre todo o 
conjunto. A análise dos resíduos para a detecção e loca lização  
dos erros grosseiros é d i f í c i l ,  poi s nem sempre os resíduos
servem de indicadores seguros de que a observação a que estão
associados deva ser eliminada do ajustamento
Assim» na foto triangu lação a questão se torna 
c r it ic a »  pois no MMQ» resíduos são considerados variáve is  
a lea tó ria s  com média zero» is t o  é» para resíduos não
correlacionados e com peso u n itá rio , ECvD = O ou Cv] = O.
Is to  não se ap lica  somente á soma dos resíduos de 
todas as observaçSes» mas também para os residuos das
observaçSes em cada fo to  e para os pontos individualmente. Em 
outras palavras, a soma dos residuos em uma fo to  e a soma dos 
residuos do mesmo ponto em d iferen tes  fo to s  é nula 1101 pg.
Então, um erro  grosse iro  num ponto de uma fo to  não
145.
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aí'ela somente o seu próprio resíduo, mas todos os outros
pontos da fo to , bem como o residuo do mesmo ponto em outras
fo to s , de modo a manter a soma igual a zero.
Além d isso, devido à grande redundância C graus do
A 2 T
liberdadeD a estim ativa de a  através de V PV não o ferece  boaso
possib ilidades de detecção de erros grosseiros em sistemas 
grandes. Também em caso de fraca  geometria pode acontecer que 
o e fe i t o  de um erro  grosse iro  se ja  maior em outras observações 
que na errônea.
Ainda, quando há mais do que um erro  grosse iro  e com 
magnitudes d ife ren tes , torna-se quase impossível a loca lização  
desses erros pela an á lise  dos resíduos. Mas, a maioria desses 
erros podem ser detectados e removidos antes do ajustamento 
simultâneo p o r fe ix e s  de retas CbundleD. As técnicas usadas 
para es te  propósito dependem do t ip o  e da magnitude do erro  
grosseiro .
2. 2. C lass ificação  dos E. G.
O procedimento u t iliza d o  para depuração de erros 
grosseiros é a filtra gem  progressiva, procedimento que 
consiste basicamente em depurar erros grosseiros de maior 
magnitude prim eiro, e sequencialmente i r  depurando os erros 
cada vez menores, até à u tiliza çã o  de conceitos e s ta t ís t ic o s  
para a depuração.
Portanto, a fim  de executar esta depuração
sequencial, c lass ificam —se esses erros segundo a sua natureza
e a sua magnitude em : erros do t ip o  A, B, C e D CEL-HAKIM,
|lO|3.
Os erros grosseiros do t ip o  A são de grande
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magnitude nas coordenadas imagem C maiores que lOOo  ̂
podendo ocorrer por exemplo:
a } troca das coordenadas observadas Cx pelo yD , 
bD quando o número do ponto é  introduzido 
errôneamente.
Se es te  e rro  ocorrer, os resíduos f in a is ,  após o 
ajustamento s i muitâneo do bloco» serão fortemente afetados» 
mas os resíduos da fo to  onde ocorrer os erros» serão maiores. 
E ainda» na presença deste erro » o ajustamento pode não 
con verg ir.
Os erros grosseiros do t-i po B são d® grande 
magnitude nas coordenadas dos pontos de con tro le  C maiores que 
ÍOOeO » causados por exemplo por: 
a!) troca  de numeração» 
bD inversão dos d íg ito s »
cD u tiliz a çã o  de sistema de coordenadas 
i ncompatí v e l .
Estes erros aparecem com muita frequência» pois os 
dois prim eiros dependem diretamente do f otogram etrista 
CoperadorD. Quanto maior a quantidade de dados a ser 
introduzido no arquivo de dados» maior a poss ib ilidade de se 
cometer erros. O te r c e ir o  erro , também de grande importância» 
a incom patibilidade de sistemas, pode fa ls ea r  os resultados ou 
não convergir o ajustamento.
Os erros do t ip o  C C maiores que 30o  ̂ e menores que 
lOOo  ̂ D podem ocorrer nas coordenadas imagem ou nas 
coordenadas dos pontos de con tro le , com magnitudes menores que
os erros do t ip o  A e B. As causas desses erros podem ser as 
mesmas que as dos erros A e B, mas com e fe i t o  menor» como por 
exemplo, id en tific a çã o  errada do ponto.
Os erros grosseiros do t ip o  D são ainda menores que 
os an teriores C 3 cr < EG < 30 D e podem ser confundidos em 
magnitude aos erros sistem áticos, embora suas ca rac terís ticas  
e causas sejam d iferen tes . São erros causados, principalmente, 
por problemas de id en tific a çã o  e pela má qualidade das 
observações. Estes erros podem ocorrer tanto nas observações 
como nos pontos de contro le.
2. 3. Id en tifica çã o  e Eliminação dos E. G.
Numa f o t o t r iangulação a n a lít ic a  os erros grosseiros 
podem ser depurados em duas etapas d is t in ta s , que será dada na 
sequência mais apropriada para a depuração: 
a D depuração dos erros grosseiros nas f otocoordenadas, 
a. 1 D depurar erros grosseiros do t ip o  A nas fotocoordenadas 
(observadas nos comparadoresD, dos pontos e das marcas 
f id u c ia is ,
a .2 D depurar erros grosseiros do t ip o  C das fotocoordenadas,
a. 3 D depurar erros grosseiros do t ip o  D das fotocoordenadas» 
das marcas fid u c ia is  e dos pontos de ligação  das fa ixas ;
b D depuração dos erros grosseiros nos pontos de con tro le,
b. 1 D depuração dos erros grosseiros do t ip o  B nos pontos de 
contr o le ,
b. 2 D depuração dos erros grosseiros do t ip o  C e D nos pontos 
de con tro le ;
c }  v e r ific a çã o  da precisão da fototriangu lação.
O procedimento adotado para detectar e eliminar
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erros grosseiros do -tipo A» pode ser através de uma.
3transf or maçãío geométrica isogonal ou ortogonal no plano, 
aplicada nas fo to g ra fia s  adjacentes, transformaçSío esta que 
u t i l iz a  dois ou mais pontos em comum. Analisando-se os 
resíduos, os que tiverem  grande discrepância serSo facilm ente 
id en tificad os .
Se as observaçSes são executadas estereoscopicamente 
este  procedimento não se fa z  necessário, mas pode-se controlar 
os pontos de ligação  dos modelos através de uma simples 
comparação de coordenadas.
Pode-se observar na figu ra  2.1 , as fotocoordenadas
dos pontos 4, S e 6 CligaçãoD são observadas quando da 
formação do prim eiro e do segundo modelo CestereocomparadorD, 
nesta repetição , os pontos C4» 5 e 6D terão dois conjuntos de 
coordenadas na fo to  central Ci+ID, as quais terão o mesmo 
va lo r , no sistema fid u c ia l»  se as observaçSes estiverem  
isentas de erros.
Quando as observaçSes "fotocoordenadas" são 
transm itidas diretamente do comparador ao micro computador, os 
erros provenientes da troca  de d ig ito s  , bem como os erros em 
que as coordenadas ultrapassem o valor máximo, que é  a metade 
do quadro fo c a l»  deixarão de e x is t ir .  Assim este  problema ó 
solucionado com a automação do sistema.
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A Iransformocoo ortogonal • a que melhor rssullado
traria no dapuracao de erroe groeeeiroe, moe o modelo
molemolic© nao e linecur ficando aeeim a inconveniência do 
procedi mento iterativo.
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modelo 1 modelo i  +1
Figura - 2 . 1  -  Posição dos pontos na formação de dois modelos
a p a rtir  de três  fo tos .
As marcas fid u c ia is  observadas também podem ser 
ve rificad as  nesta etapa por comparação das coordenadas no 
sistema fid u c ia l ja um valor lim ite  C va lor mâximoD.
A depuração de erros grosseiros do t ip o  C nas 
f otocoordenadas in ic ia -s e  depois da elim inação dos erros 
grosseiros do t i  po A. São erros de menor magnitude Centre 30 a 
ÍOO desvios padrSoD» que permitem um ajustamento por fe ix es  
Cmodelos, t r ip le to s ,  quadrupletos» fa ixa s  ou sub-blocosD. 
Depois de completar o ajustamento, os resíduos podem ser 
analisados para depurar esse t ip o  de erro.
Quando o procedimento u t iliz a d o  fô r  a formação da 
fa ixa  sequencialmente, não haver át a necessidade de se u t i l iz a r  
pontos de con tro le  Cno espaço objetoD para as injunçSes, 
podendo—se então considerar somente os erros nas
f otocoordenadas. que ierSo um e fe i t o  loca lizad o » ficando assim 
a análise dos resíduos mais con fiá ve l.
Rigorosos tes tes  e s ta t ís t ic o s  são necessários para 
detectar erros grosseiros do t ip o  D nas fotocoordenadas 
"o u t l ie r "  » que é o erro  g rosse iro  de pequena magnitude nSo 
detectado nas etapas an teriores.
Para os tes tes  e s ta t ís t ic o s  pode-se destacar dois
métodos:
- “Data Snooping" ou Método de Baarda CBaarda -  1967D
e
-Estim ativa Robusta “Danish Method" -  CKrarup, Juhl» 
Kubik -  10803.
Para a depuração de erros grosseiros do t ip o  B nos 
pontos de con tro le » assume-se que os erros grosseiros dos 
tip os  A» C» D e sistem áticos nas fotocoordenadas foram 
eliminados. Trata-se nesta fase» de elim inar os pontos com 
erros grosseiros de grande proporçSes nas coordenadas dos 
pontos de contro le.
Esta elim inação é f e i t a  formando-se fa ixas» isentas 
de erros grosseiros nas observaçSes» e posteriomente» 
concatenando-se as fa ixas  e formando um bloco num sistema 
único. Faz-se então uma transformação en tre os dois sistemas» 
Cbloco e con tro le ) » verifican d o  nesta transformação a 
ex is tên c ia  de erros grosseiros.
Geralmente u t i l iz a - s e  a transformação isogonal no 
espaço tridim ensional com um minimo de pontos de controle. 
Obtendo-se os parâmetros da transformação» ap lica -se  a 
transformação inversa em todos os pontos de contro le. Qualquer 
erro em um destes pontos será facilm ente percep tíve l.
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So porventura um dos pontos u tiliza d os  como contro le 
no ajustamento da transformação e s t iv e r  afetado por erro 
grosse iro , então todos os pontos de checagem apresentarão 
resíduos grandes. Neste caso substituem-se os pontos de 
con tro le  e repete-se o processo até que o ponto de con tro le 
usado no ajustamento afetado se ja  loca lizado.
Os erros grosseiros do t ip o  C e D nos pontos do 
con tro le  são os que permaneceram a pés a depuração do t ip o  B, 
podem ser depurados u tilizan do-se  de uma transformação 
isogonal no espaço, alterando-se o peso através do modelo 
matemático "Danish Method".
2.4. Depuração dos E. G. com "Danish Method"
Nesta etapa de depuração de erros grosseiros do 
t ip o  D, pode-se u t i l iz a r  do "Danish Method" para detectar 
erros grosseiros de pequena magnitude. No fim  do processamento 
do t r ip le to  as observaçSes com os erros grosseiros detectáveis 
terão pesos próximos de zero, fazendo com que os resíduos 
destes pontos absorvam todo o erro. Ainda, no fim do 
ajustamento, pode-se v e r i f ic a r  se o erro  cometido fo i  no 
modelo atual ou no an terior. Se p oss íve l, executa-se a 
correção.
A estim ativa robusta C"Danish Method"} é uma função 
matemática que junto com o MMQ pode detectar erros grosseiros, 
baseando—se nos resíduos das observaçSes do ajustamento 
precedente.
Um estimador robusto pode ser de fin ido  como um 
estimador que permanece in variáve l sob a variação da função 
d istribu ição  básica ou na presença de observação com
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d is tribu ição  contaminada, com erros grosse iros , CJORGENSEN 
et a l l i .
Dentre as várias formulaçSes do estimador robusto o 
“Danish Method" desenvolvido por Krarup C l©675» é o que mais 
se "popularizou" em ajustamento de bloco por fe ix es .
O p rin c íp io  básico deste método é rep e tir  o 
ajustamento pelos mínimos quadrados, com o peso calculado como 
uma função dos resíduos do ajustamento precedente, até que o 
resíduo se es tab e lize . Os pesos das observaçSes com erros 
grosseiros convergirão a zero Cou para um valor próximo de 
z e r o ) , o que s ig n if ic a  que as observaçSes serão excluídas do 
conjunto de dados.
O algoritm o proposto por Krarup C1Ô675, fo i 
especialmente concebido para elim inar automaticamente os erros 
grosseiros. Os pesos são calculados através dos residuos do 
ajustamento an terio r, para cada observação. O modelo 
matemático é baseado na função peso
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P =
'1 ,para | v  | í  2 a
2




aQ é o desvio padrão das observaçSes e c é uma constante. Com 
estes pesos um novo ajustamento é efetuado e este  processo é 
repetido até que o resíduo es tabe lize .
Várias interpretaçSes foram dadas ao modelo 
matemático C2. 015 entre os quais: solução it e r a t iv a  através do
p rin c íp io  de estim ativa Bayesiana, ou programação lin ea r.
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CKRARUP. e t a l l i ,  J20|D.
Para cada caso há uma formulação matemática adaptada
à C2.01}. No caso da foto triangu lação com ajustamento por 
fe ix e s  o modelo que se mostrou mais e f ic ie n te ,  será dado a 
seguir CKRARUP, |20|D. 
primeira etapa: P = I
até a convergência do sistema, pois como Já fo i  explanado, no 
MMQ o erro  grosse iro  na observação é d is tr ibu ído  em todas as 
observaç3es. Como o procedimento u t iliza d o  neste trabalho é o 
da filtra gem  progressiva, as observaç3es estão somente com 
erros grosseiros de pequena magnitude.
procedimento será determinada pel o desvio—padrão obtido 
através dos residuos e a cada ite ração  novo peso será 
calculado. A segunda etapa fornece uma convergência mais 
brusca que na te rce ira . No fim  do ajustamento os pesos 
correspondentes às observaçSes com erros grosseiros serão 
aproximadamente nulos.
apresentado bons resultados, grande e f ic iê n c ia  na detecção e 
loca liza ção  de erros no ajustamento. Além da fa c ilid a d e  
computacional» há as vantagens de aproveitamento do programa 
de ajustamento pelo MMQ e pouco tempo de execução.
segunda etapa : P
i  ter açSSes
, nas tr  ês pr i mei r as
terce ira  etapa : P e ao nas demai s
iteraçSes.
C2. 02}
Na primeira etapa executa-se o ajustamento pelo MMQ
A p a rtir  da segunda etapa a convergência do
O "Danish Method*' é muito u tiliza d o  e tem
Em contrapartida, os pontos podem ser eliminados
individualmente do ajustamento sem uma análise mais profunda , 
e há d ificu ldade  na detecção e lo ca liza çã o  de pequenos erros 
grosseiros.
2.5. Depuração dos E. G. com "Data Snooping”
A fim  de comparar a e f ic iê n c ia  dos modelos 
matemáticos na detecção de erros de pequenas magnitudes, 
desenvolveu-se o programa com "Data Snooping” , usando para 
is to  algoritm os desenvolvidos por CGRUEN, |13|Z>, adaptado ao 
método de Cholesky de resolução de sistemas, calculando assim 
somente os elementos da diagonal de Q
VV
A d ificu ldade deste método, é  a de fin ição  da 
constante "e " ,  valor c r i t ic o ,  que será tomado como base para 
v e r i f ic a r  o resíduo padronizado. O va lor de “c "  é de d i f i c i l  
cá lcu lo , por depender do n íve l de s ig n ific â n c ia  espec ifico . A 
fim  de solucionar es te  problema e x is te  em CPOPE, |31 |j uma 
rotina que calcu la es te  va lor em função do número de 
observaçSes, graus de liberdade.
A técn ica "data Snooping"' baseia-se em testes  
e s ta t ís t ic o s  dos resíduos padronizados depois do ajustamento 
pelo MMQ. A relação en tre o residuo v e  o erro  na observação 
dl é dado por
v = -  Q P dl C2.03D
VV II
onde:
Q é a matriz co fa tora  dos pesos dos resíduos e
VV
P é a matriz peso das observaçSes.
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O e fe i t o  de um erro  g rosse iro  Al sobre o resíduo V
t i
de uma observação 1. é,
AV = - r. Al C2. 04DV
onde:
r. é o elemento diagonal da i-êsim a coluna da matriz Q P .
1 vv II
O elemento r  ̂ é chamado de número de redundância, o 
qual pode assumir va lores no in te rva lo  CO,l] e leva  em conta a 
confiança de uma observação particu lar no ajustamento. Se a 
redundância fo r  nula Cr ̂  = O }, s ig n if ic a  qüe não há
con fiab ilid ad e  na observação.
O desvio padrão dos resíduos é dado por»
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a  -  a  q . C2. OS}v . o iX.
onde q é  o elemento diagonal da matriz Q . e é igual a r se
i VV l
a observação tem como peso a unidade. O resíduo d iv id id o  pelo 
respectivo  desvio-padrão» é o resíduo padronizado, que é o 
valor testado para detectar erros grosseiros. Então o resíduo 
padronizado ŵ  das observaçSes é :
v. v.
w. = v = v C2.06}
  ----- 7 ------- -a  a  q.
v. O ii.
O resíduo padronizado assume a d is tr ib u ição  normal 
CNCO,l]}, d is tribu ída  sob a h ipótese nula Hq : não há erros
grosseiros na observação. é re je ita d a  se | w |̂ > c. O valor
c r í t ic o  de c testado é obtido em função do n ível de 
s i gn if icância  ct, onde oi é a probabilidade do erro  t ip o  I 
C falsa re je iç ã o  de H } .
Segundo GRUN, 11B | o procedimento para detecção de 
erros grosseiros através do “ Data Snooping", u tilizan do-se  do 
modelo de con fiab ilid ad e  interna pode apresentar bons
resultados, porque leva  em consideração, a geometria dos ra ios 
que definem o ponto no espaço ob je to , a d is tribu içS o  geral dos 
pontos e a d is tribu içS o  Cem menor intensidadeDdos pontos de 
contro le.
Embora o método se ja  relativam ente simples, a sua 
aplicaçSo envolve alguns problemas p ré t ic o s , ta is  como:
-O te s te  é unidimensional, ou se ja , v e r i f ic a  somente 
uma observaçSo;
-O es forço  computacional para cá lcu lo  de Q é muito
VV
grande , situaçSo que pode ser contornada em parte, se
u tiliza d os  modelos a ltern a tivos .
Os modelos a lte rn a tivo s  conhecidos, derivados do 
"Data Snooping" são: "Data Snooping" modificado; e "Data
Snooping" com obser vaçSes ponder adas 110 J, que ser é di scor r i  do 
r api damente.
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2.5.1. "Data Snooping" modificado
O "Data Snooping" modificado» ca lcu la  somente parte 
da matriz Q , conforme o seguinte algoritm o.
v  V
a3 Supor va lores aproximados para V . sendo 
q qVV V V




C q -  q D „ _ _ W  w  . lOO
bD Calcular todos os resíduos aproximados usando
cD R e je ita r todas as observaçBes que pertençam a:
|v. j>cCl + Kq/lOCOo- o
i
ou
jw°.| > cCl Kq/lOOD
onde *'c" é o va lor c r i t ic o  de re je ição .
dD Aceitar todas as observaçBes que pertençam a:
Iv I < cCl -  Ko/1003<y°* i * v .1
ou
|wj < cCl - Kq/lOOD
eD Calcular os va lores exatos de q somente para as
VV
observações que pertençam ao in terva lo :
cCl - Kq/ioco<y° á |v. | S cCl + Kq/1 OOD<y°
i í
O U
cCl -  Kq/lOOD £ |wj á cCl + K^/lOOD
Portanto, o dispêndio computacional será reduzido, 
pois necessita-se ca lcu lar somente alguns valores de q ,
VV
pertencentes ao in te rva lo  c r ít ic o .  Para o cá lcu lo  de q , há a
VV
necessidade da matriz "A ", que nem sempre é  armazenada nos 
programas de f  o to tr 1 angul açâío, pois não á necessária na
montagem cumulativa da matriz "N". Em GRUEN, |13| é 
apresentado um algoritm o a lte rn a tivo  que ca lcu la  o elemento 
qvv sem u t i l iz a r  a matriz "A". Existem va lores  empíricos de 
V o  para as várias poss ib ilidades que podem ocorrer num
VV
bloco foto triangu lado, em função dos ra ios  que definem o 
ponto.
2.5.2. "Data Snooping" com observaçESes ponderadas
O "Data Shooping" com observaçSes ponderadas, 
u t i l iz a - s e  dos pesos escolh idos adequadamente. O peso 
escolh ido representará a qualidade das observaçSes e a 
geometria dos ra ios  que interceptam no ponto. Pode-se c ita r  
dois t ip os  de função peso, que serão dadas a seguir.
a3 Função peso u tilizan d o  o resíduo padronizado
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P = l/w2 para w > c
P s 1 ,0  pa ra  w < c
onde:
v v
W. =  i  v
L . — .... O U  W =  .1.     I.ia  a  yv o ql vv
e c é  o va lor c r ít ic o .
bDFunção peso u tilizan d o  a variância  estimada da
obser vaç ão
r, „ ,  2 2 2 2P es 1 y  a  cr = cr.— or cr* * v o v
onde:
* 2
a  a variância da observação "a p r io r i "  *
cr é  o desvio padrão da observação de peso un itário  "a 
p o s te r io r i"  e
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Nestes dois casos não há muita ecônomia 
computacional, pois p recisa-se de calcu lar a q , mas pode-sew
otim izar estes procedimentos, combinando com o procedimento 
adotado no "Data Snooping” modificado.
DEPURAÇAO DE ERROS GROSSEIROS NAS OBSERVAÇÕES
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3.1. Iniroauçao
Os erros grosseiros nas f  oiocoordenadas podem ser 
depurados separadamente aos dos pontos de con tro le , para is to  
pode ser u tiliza d o  o procedimento de fototriangu lação 
"o n -lin e " Cem lin h a l.
Este procedimento tornou-se v iá ve l devido as 
recentes expansBes dos sistemas f o togramétricos "on — l in e " ,  
assessorados por uma grande variedade de novos p e r ifé r ic o s  e 
de pacotes de programas ap lica tivos . Estes “Hardwares" e 
"Softwares" computacionais fornecem grandes vantagens » 
permitindo assim explorar a capacidade e a precisão dos 
instrumentos nas ta re fas  de f ototriangulação.
Um r e s t itu idor a n a lít ic o  C "Analytical P lotter"D  ou 
um comparador a ss is tid o  p°r um computador» v ia b i l iz a  a a lta  
precisão e f le x ib il id a d e  de uma foto triangu lação an a lítica .
Assim uma foto triangu lação sequencial pode ser 
executada com res titu id o res  a n a lít ic o s  e comparadores devido a 
grande precisão nas observações. Para o processamento das 
observações a fo to  é a unidade para se formar modelos» 
t r ip le to s ,  quadrupletos ou sub-bloeos* onde os parâmetros 
podem ser determinados u tilizan do-se  da equação de 
col ineari dade e do MMQ para o ajustamento. O procedimento 
seria  semelhante ao da aeropoligonação, u tiliza d o  nos 
instrumentos analógicos, fornecendo coordenadas CX,Y,2D dos 
pontos com precisão necessária para ser u tiliza d o  como pontos 
de orientação dos modelos.
Pode-se então considerar a fototriangu lação
a n a lít ic a  em linha, como um procedimento sequencial de 
fototriangu laçSo, onde há um con tro le  nas observaçSes em tempo 
quase rea l e a poss ib ilidade em detectar erros grosseiros 
passo a passo.
A foto triangu lação a n a lít ic a  em linha também pode 
ser considerada como um procedimento de obter coordenadas 
f  i  nai s ou apr oxi madas:
aD coordenadas aproximadas, quando estes parâmetros 
Ccoordenadas e elementos de orientaçãoD» são u tiliza d os  como 
va lores in ic ia is  ao ajustamento simultâneo do bloco por 
f  e i xes ,
bD coordenadas f in a is ,  quando estas estão dentro dos padrSes 
estabelec idos, ou se ja , quando os desvios-padrão estão dentro 
do valor determinado para se obter a carta  dentro das 
e sp ec ificaçSes considerando o padrão de exatidão ca rtográ fica  
adotado.
A fo to triangu lação  a n a lít ic a  em linha pode ser v is ta  
como um procedimento "am igável" em que o operador trabalha 
interativam ente com o "programa", tornando assim a ta re fa  de 
medir os pontos menos cansativa e a té  mesmo evitando que o 
operador, pe lo  procedimento r e p e t it iv o  e pela necessidade da 
v isão estereoscóp ica, cometa erros g rosse iros , principalmente 
para grandes blocos.
Portanto, optou-se por desenvolver um programa em 
linguagem Fortran de fo to triangu lação  a n a lít ic a  em linha 
CsequencialD para depurar os erros grosse iros  CA, C e DD, que 
será comentado a segu ir, in ic iando-se pelo  programa elaborado 
C tr i p letosD.
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3.2. T rip le to s
Verificando a qualidade da f o to tr iangulação em linha
e a d ispon ib ilidade dos equipamentos ex isten tes  no labora tó rio
de fotogram etria da FCT CUNESP- P. PrudenteD, optou-se por 
desenvolver es te  programa de f  o to tr  i  angul ação an a lít ica  
sequencial em linha, montando-se fa ixa s , tendo como base os 
tr ip le to s .
Um t r ip le t o  é constitu ído por dois modelos, ou se ja ,
de três  fo to s , onde o modelo matemático adotado para
determinar os parâmetros é a equação de colinearidade e o MMQ 
para ajustar as três  fo to s  e os pontos observados.
Figura 3.1 — Feixes de ra ios que definem um ponto de ligação
As vantagens da u tiliza çã o  do t r ip le to ,  em relação 
ao modelo C par es te reoscóp ico ), estão na con fiabi 1idade dos 
resultados , pois o grau de liberdade é sempre maior em 
relação ao modelo. Pode-se v e r i f ic a r ,  conforme a figu ra  3.1, 
que para os pontos de ligação  há in tersecção de très  ra ios , 
dando uma melhor d e fin ição  e a poss ib ilidade de detecção de 
erros grosseiros nas coordenadas x.
Para poder explanar melhor sobre o programa 
desenvolvido, d ivid iram -se as etapas do programa computacional 
em sub-ítens deste cap itu lo . Também para se ter uma visão 
global do programa, elaborou-se um fluxograma, que se encontra 
no apêndice B.
3.2.1. Correção e Controle dos Erros Sistem áticos
Estando as marcas f id u c ia is  sem erros grosseiros» ou 
com erros de pequena magnitude que possam ser absorvidos como 
erros a lea tó r io s , executam-se as correções dos erros 
sistem áticos nas coordenadas observadas» onde a primeira 
correção é executada pela transformação geométrica Ccorreção 
da deformação do film ei). Neste caso» a transformação u tiliza d a  
é a afim C se is  parâmetros?, pois em câmaras providas de 
apenas quatro marcas fid u c ia is , a transformação afim  fo i  a que 
apresentou melhores resultados, segundo KlLPELA e t  A l l i ,  |02|.
Obtendo—se os parâmetros de transformação, ap lica -se  
esta Ctransformação inversa? para todos os pontos da fo to  em 
questão, após esta operação pode-se v e r i f ic a r  a ex istência  de 
erros grosseiros nos pontos de ligação  entre os modelos» que 
será comentado na seção 3. 3. 2.
Agora pode-se v e r i f ic a r  os erros grosseiros que 
possam ultrapassar a metade do quadro fo ca l por comparação das 
fotoeoordenadas no sistema fid u c ia l com um valor defin ido.
Todos os outros erros sistem áticos Ccoordenadas do 
ponto p rin c ipa l» d istorção ra d ia l, d is torção  descentrada e a 
refração fo togram étrica?, podem ser co rr ig id os  pelas fórmulas 
dadas em |02|, |24|, |20|. |33|.
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3-2.2. Cálculo dos Parâmetros Aproximados
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Qs parâmetros aproximados sSo necessários como um 
valor de par-ti da para um procedimento ite r a t iv o »  cuja 
convergência ê assegurada desde que estes va lores sejam 
coerentes.
Os valores aproximados para os elementos de 
orientação ex te r io r  Cu » <p » x » Xc » Yc » 2 °D , são calculados 
da seguinte forma:
a3 para os elementos de translação C XC » Y° » Z°3
= O. C3.13
Xc = Xc + B »para i = 1,2 C3.231+1 V
Y° = O.
»para i= l ,2 »3  C3. 33
v k
B = C^CIOO - St3/100 C3. 43
onde:
B é a foto-base»
ó o tamanho do quadro Tocai »
ê a superposição longitudinal em porcentagem e
c é a d istância  Tocai calibrada, k
30
Figura - 3. 2 - Sistemas de coordenadas envolvidos no t r ip le to .
fcO Os elementos de rotação são dados por:
-para o prim eiro t r ip le to
oo = d> = x = O , par a j  =1 ,2 ,3  C3.BD
j,i j.i
onde:
j  indica a posição da fo to g ra fia  no t r ip le to ,
-para os demais t r ip le to s
co = oo C 3. 6D
<f>. . — <P- ■
J. «• J. «--*
para j  = 1 , 2 C3. 73
x = x .
J,v JA-I
i  =2,3, . . ,N C 3. 8D
onde:
i indica o número do t r ip le to ,
- para a te rc e ira  fo to  do t r ip le to ,
oj = à> . = x = O. a.i 3,1 3,1
As coordenadas aproximadas para os pontos são 
calculadas da seguinte forma:
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i  i+1 i+2
Figura 3.3 — posição dos pontos em relação ao sistema de 
coor denadas
a3 para os pontos que aparecem na prim eira fo to  da fa ixa »
X = X . C 3.93
p oba.l
Y = Y C3.103p ob«,í
Z = O C3.113
P
b3 para os demais pontos do t r ip le t o 9
X = Xe + x L C 3. 123
p l + l  OM,l+i
Y = Yc -»■ y . . C3. 133p i 4 1
Z = O» C3. 143
P
onde:
X , Y e Z são as coordenadas in ic ia is  dos pontos e 
p p  p
x , e y são as coordenadas observadas no sistemaobo,i+l obs,v+l
fotogram étrico» da C i+13-ésima fo to  do tr ip le to .
3.2.3. Aplicação da equação de colinearidade
Para se ajustar o t r ip le to »  fa z -s e  uso da equação de 
colinearidade» com as coordenadas observadas isentas de erros 
sistem áticos. A equação de colinearidade relaciona o espaço 
ob jeto  com espaço imagem» formando o modelo estereoscópico por
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in tersecção d© ra ios  homólogos.
Conforme a figu ra  C3. 23, v e r if ic a -s o  que, para
fotogram étricos e um re fe ren c ia l no espaço ob jeto.
Como s© efetua um pré-refinamento das coordenadas 
observadas, pode—s© considerar o modelo matemático da equação 
de colinearidade do t ip o  e x p lic ito . Neste caso, as quantidades 
observadas são funçSss e x p lic ita s  das quantidades a 
determinar, ou seja :
pelo MMQ á o paramétrico, onde a equação 3.15, linearizada 
produz:
formar o t r ip le to ,  são envolvidos três  sistemas
L FCX 3. C 3 .153
O procedimento matemático u tiliza d o , para ajustar
AX + L = V C3. 163
X = -N -1 U C 3 .173
N = ATPA C 3. 183




Xa é o Vetor dos parâmetros ajustados»
X° ê o Vetor dos parâmetros aproximados»
X é o Vetor das correçSes aos parâmetros aproximados» 
ê o Vetor das observaçSes e 
é a Matriz variância-covariância  dos parâmetros 
ajustados.
P é a Matriz peso das observaçSes.
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P = < *
11
onde:
é a Variância da observação de peso u n itá rio  e 
a  é a Variância estimada "a p o s te r io r i" de peso unitário.
A matriz M» é singu lar» portanto não possui
4
inversa , porque o sistema de re fê ren c ia  não fo i  defin ido. Â 
d e fic iên c ia  de c a ra c te r ís t ic a , da matriz N ê sete  » havendo a 
necessidade de in troduzir injunç&es» para que se possa 
inverter pela álgebra de Cayley.
A fim  de reso lver esta singularidade» aplicam-se as
4  ~
A malria N neto poaaui ínv*r«a no algabra do OayLsy.
5 -
InjuneoM mínima* pairo ee definir um aiatsma de 
#
coor denodas.
injunçSes, que podem ser: nas coordenadas dos pontos; nos
olemontos de ori entaçSo e x ta r io r ; nas coordenadas dos pontos e 
nos elementos de orientação; ou com fe içS es  e com um dos 
casos acima, para minimizar o contro le.
Como o ajustamento do t r ip le t o  será executado num 
sistema a rb itrá r io , para cada fa ix a  do bloco optou-se por 
ap licar ínjunçSes posic ionais nos elementos de orientação da 
primeira fo to  C s e is  injunçSesZ), para o prim eiro t r ip le to  da 
fa ixa  e introduz-se mais uma in junção na coordenada Z do ponto 
mais central da prim eira fo to . Para os demais t r ip le to s ,  além 
das i nj unçSes nos parâmetros de orientação ex te r io r  na 
primeira fo to , defin idas no ajustamento an terio r, aplicam-se 
as injunçSes nos pontos de ligação  dos modelos do t r ip le to  
anteri o r .
A introdução de injunçSes no método paramétrico será 
dada pelo modelo ad ic ion a l»




GCX D = X C3. 232)
a a
a
representa o vetor dos parâmetros ajustados e L o vetor das 
observaçSes dos parâmetros.
Através da equação C3.1SD e lembrando que o modelo 
o r ig in a l era L = FCX D que lin earizado  fornecerá,
a a
6
L • o vvlor qu« contam am eoordanadaa dos pontoa da ca povo 
no «cpoco objato, agora conavdaradoa como vima. obcarvacao
AX + L = V
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CX + L = V
X X
ou
L = X o o
©ntão é a d iferença entre o va lor do parâmetro estimado e 
seu valor fixado  pela injunção, logo  o vetor X, correção aos 
parâmetros, será dado por:
ou
X = -CATPA -*• Cr P  0 -1CATPL + CTP L D
X X X
c -1 c x = -CN + ND CU + UD
onde:
P̂  á a matriz peso das injunçSes
a
p x = __r°
U ~ a cr
X
V
c* é a variância  da observação de peso u n itá rio  
2
or 6 a variância  do ponto de con tro le , correspondente ao 
i
parâmetro a ser fixado
Sendo a matriz C = —- , © como GCX D = X , a
OX  I X =  X a  O
d a O
matriz C terá  o mesmo número de colunas da matriz A e  terão 
tantas linhas quanto forem as injunçSes, tendo elementos com 
valor igual a 1 CumD na posição correspondente da in  junção 
efetuada e O CzeroD nas outras posiçSes.
O
TPortanto na matriz N = C P C, os olemantos nao nulos
X
estarão sobro a diagonal em posiçSo correspondento â posição 
dos parâmetros fixad os , e es te  valor será o peso da in j unção.
e
TDa mesma forma o vetor U = C P L , terá  também elementos não
X X
nulos nas posiçSes correspondentes aos parâmetros fix o s .
A resolução de sistemas de equaçSes normais» 
constitu i--se numa importante fase  do ajustamento. No caso da 
fotogram etria a importância torna-se maior devido ao grande 
número de equaçSes normais. C também na fotogram etria» a 
matriz dos co e fic ien te s  das equaçSes normais é defin ida 
p os itiva  e sim étrica» propriedades estas que per mi t i  r ão 
algumas sim plificaç&es.
Foi u t iliz a d o  o método de Choleski para reso lver o 
sistema de equaçSes » pois é um método de solução d ire ta  capaz 
de explorar a sim etria  e se is  vezes mais rápida, se comparado 
com o método de reso lver o sistema de equaçSes pela inversa.
Como no procedimento adotado não se obtém a inversa 
da matriz normal CND. Entretanto a diagonal da matriz 
variância  covariância C Z = a  N-1D pode ser obtida» apés a
xa
convergência do ajustamento» aplicando—se o procedimento da 
retro -su bstitu ição  e da substitu ição d ire ta , tendo como o 
vetor das constantes a coluna correspondente a diagonal da 
identidade.
A matriz N será montada cumulativamente, evitando 
montar a matriz Á. Para is to  c r ia -s e  um vetor correspondente a 
uma linha de A» calculando-se a contribuição da linha na 
matriz N e no vetor U.
O padrão e a sim etria  de N podem também ser 
aproveitados. No caso do padrão, foram considerados somente os
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elementos não nulos da linha da matriz A. A sim etria  também 
fo i  explorada, através de a lgoritm o que posiciona todos os 
elementos da parte triangu lar superior num vetor Capêndice DD.
3. 3. Depuração dos E. G.
Nesta etapa, fa z -s e  a depuração dos erros grosseiros 
nas marcas fid u c ia is  e nas f otocoordenadas observadas 
pr ogr essi vãmente.
3.3.1. Depuração dos E. G. do t ip o  A nas marcas f id u c ia is
A repetição  das observaçSes de todos os pontos numa
f  o to tr i angul ação não é uma prá tica  comum, mas como as
fotocoordenadas estão referenciada ao sistema fid u c ia l»  é 
recomendada pe lo  menos tré s  repetiçSes nas le itu ra s  das marcas 
fid u c ia is .
As marcas fid u c ia is  podem ser depuradas dos erros 
grosseiros após a última marca ser observada, onde a primeira 
depuração podo ser efetuada calculando—se a média e os 
resíduos.
Assim os resíduos que não atenderem a um c r i t é r io  
C-j 2 ** desvio padrão do instrumento) a sua marca será
r eobservada.
3. 3. 2. Depuração dos E. G. do t ip o  A nas observac8es
Nesta etapa do trabalho, a v e r if ic a çã o  do erro  
grosse iro , fa z -s e  por simples comparação das fotocoordenadas x 
e y, já  transformadas e co rrig id as  dos erros sistem áticos.
A prim eira v e r ific a çã o  pode ser efetuada 
comparando—se as coordenadas dos pontos com um valor máximo.
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que no caso é a metade do quadro foca l da câmara, no caso do 
estereocomparador ©st© erro  deixará d© ocorrer.
A segunda v e r if ic a çã o  pode ser efetuada nos pontos 











1 i  +1 i  +2
O —> pontos de ligação
Figura 3.4 -  Posição dos pontos d© ligação  nas fo tos  do
tr  ip le to .
Na figu ra  acima pode-se observar que o ponto de 
ligação  da fo to  ±41 são observados duas vezes, quando da 
formação do prim eiro © do segundo modelo. Depurando-se os 
erros sistem áticos das coordenadas, as do ponto de ligação  da 
segunda fo to  do prim eiro modelo observado te r ia  o mesmo valor 
da primeira fo to  do segundo modelo. Assim, pode-se v e r if ic a r  a 
ex is tênc ia  de erro  grosse iro , en tre as duas observaçSes do 
mesmo ponto, através da seguinte relação,
I x -  x I < d' * 2 *




x̂  © y  ̂ são as coordenadas dos pontos de ligação  da fo to  i-*-l
quando da observação do prim eiro modelo do t r ip le to ,
x e y são as coordenadas dos pontos de ligação  da fo to  i +1 
2 2
quando da observação do segundo modelo do t r ip le to  e
^  é a precisão nominal do instrumento.
Estando o ponto com erro , repete—s© a le itu ra  
Cx^, ;  caso a le itu ra  se rep ita , provavelmente o erro  estará 
na observação do modelo an terior. Neste caso, a observação 
do modelo an terior será abandonada e o ponto ajustado somente 
com as observaçSes do modelo atual.
3.3.3. Depuração dos E. G. do tip»o C nas marcas fid u c ia is
Os erros grosseiros do t ip o  C e D nas marcas 
fid u c ia is  podem ser (depurados simultaneamente» pois o modelo 
matemático adotado relaciona dois sistemas de coordenadas 
C fiducia l e de máquinaD, e ainda uma depuração Cerros do tip o  
AZ) Já fo i  executada.
Assim as coordenadas observadas das marcas fid u c ia is  
estão con fiá ve is , ou se ja , com discrepâncias ace itáve is  em 
relação á média obtida; mas há a poss ib ilidade de se cometer 
um erro  sistem ático na pontaria» que pode ser ocasionado pelo 
dimensionamento in correto  entre a marca fid u c ia l e a marca de 
medição do instrumento.
Então fa z —se necessária a aplicação de uma 
transformação geométrica afim» isogonal ou ortogonal. A 
transformação afim Cseis par&metros), devido a muitos 
parâmetros pode modelar os erros cometidos, gerando residuos 
pequenos. A ortogonal como já  comentado é inconveniente pelo
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procedimento ite ra t iv o .
Neste caso optou-se pela transformação isogonal no 
plano Cquatro parâmetros}. Para is to ,  desconsidera-se apenas 
uma marca fid u c ia l para efetuar a transformação. Após a 
obtenção dos parâmetros, ap lica—se a transformação inversa a 
esta marca fid u c ia l , e então e la  é v e r ific a d a  como se fosse 
um ponto de checagem. Qualquer erro  serã facilm ente 
p e rc ep tív e l.
Se uma das marcas u tiliza d a s  para a transformação 
es tiv e r  afetada por erro  grosse iro , os parâmetros absorverão 
este  erro. Deve-se então rep e tir  o procedimento, trocando-se 
os pontos, até que todos passem como ponto de checagem.
Com o modelo matemático isogonal no plano e sc r ito
abai xo,
x ' = ax + by + Ax
C3. 26}
y* = -Dx + ay + Áy „ 




Í X 1 - r *
b ' -1 x ’ - Ax '
. y J L - » a y» - Ay
C 3. 28}
onde:
x* e y ’ são as coordenadas observadas das marcas fid u c ia is .
x © y são as coordenadas calibradas das marcas fid u c ia is  e 
a, b, Ax, Ay são os parâmetros da trans formação.
As câmaras aerofotogram ótricas mais comuns possuem 
quatro marcas fid u c ia is » assim a transformação é efetuada com 
três » ficando a quarta como ponto de checagem.
Terminando estas operaçSes, pode-se obter 
discrepâncias entre as coordenadas fid u c ia is  calibradas e as 
coordenadas dos pontos transformados» calculando-se o "desvio" 
da seguinte forma,
V = x ' - x C3 .29D
X  V c .1
V = y» - y  C3.30D
y v e .
então o erro  grosse iro  pode ser detectado se»
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onde:
x ’ , y ’ são as coordenadas observadas do ponto i  ,
x e y são as coordenadas transformadas» calculadas do 
c c
t t.
ponto i  ,
n é o número de pontos Cmarcas fiduciaisD  »
EM é o va lor d e fin ido  como máximo erro  admitido na coordenada
K
X e
EM é o va lor d e fin ido  como máximo erro  admitido na coordenada 
y
y.
3.3.4. Depuração dos E. G. do t ip o  C nas observaçSes
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O processo de depuração de erros grosseiros do tip o  
C nos pontos de in teresse  in ic ia r -s e -á  somente a partir  das 
observações do segundo modelo de cada fa ix a , problema que pode 
ser contornado usando-se uma fo to  a mais no começo e no fim  de 
cada fa ix a , pois sabe-se que todas as fa ixas  do bloco são 
fotografadas com esta margem de segurança.
Assim, f o to tr iangulação a n a lít ic a  em linha se 
in ic ia r ia  no modelo an terior ao de in teresse , e no caso de um 
ajustamento simultâneo p osterio r» abandonaria as observações e 
os parâmetros aproximados das fo to s  au x ilia res .
Nesta etapa, após o ajustamento do t r ip le to »  pode—se 
detectar erros grosseiros analisando-se os resíduos, depurando 
assim somente os de magnitudes maiores.
Esta análise» terá  como o b je t iv o  os resíduos que 
apresentarem va lores maiores do que os estipulados 
anteriormente Ccapitulo 02}. Estas observações serão 
descartadas se re ferirem  a observações do prim eiro modelo 
Ccujo modelo já  fo ra  re tirad o  do instrumento}. Se forem do 
segundo modelo» e las serão reobservadas.
Esta análise será efetuada» d iv id in do—se os resíduos 
das observações pelo desvio padrão da unidade de peso a 
p o s te r io r i,  es te  resultado será comparado a um valor 
estipu lado, que será d e fin ido  através de tes tes .
3.3.5. Depuração dos E. G. do t ip o  D nas obsevações
Os erros grosseiros do t ip o  D, podem ser depurados 
através de modelos e s ta t ís t ic o s  “Danish Method" e "Data 
Snoopi ng".
O "Danish Method'* nSo considera a geometria do 
ponto, para tentar solucionar es te  problema pode-se u t i l iz a r  
de contantes "c "  Cda equação 2 .OlD d ife ren tes  para cada 
posição do ponto.
No "Data Snooping'*, para ca lcu lar os va lores de qw
0 dispêndio computacional é muito grande, quando se u t i l iz a  do 
Método de Choleski para reso lver o sistema de equaçéSes. 
Entretanto para tentar minimizar o dispêndio computacional 
pode-se ca lcu lar os va lores de qw  usando-se dos modelos 
matemáticos descritos  em Gruon -  1082, com algumas 
modi f i  caçSos.
Considerando o vetor da matriz identidade GID,
f T  = CO,0..................1   ,OZ> e
1 , n
com vetor soluçSo*
X. = CATPAD_1ATPf. . C3. 31DV l
A matriz é dada pela seguinte equação,
Q = P_1 - AC ATPAD_1 AT C3. 32D
v v
pós m ultiplicando por Pf, tem-se*
Q Pf. = I f .  -  ACATPA>”1ATPf. , C3. 333V V  V t L
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que resu lta  em:
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Q Pf. = I f .  - AX. . C3. 34D
VV L l l
Considerando a matriz peso CPJ diagonal» 
genericamente tem-se:
C<j Z) . = Ct -  a^x. D/p. » C3. 3SD
vv  ki  k i  i
onde»
_ f  1 para i=k
\ O para i;*k
Para ca lcu lar o va lor de "x. " da equação 3. 35»
v e r i f ic a -s e  que há um grande dispêndio computacional, mas
T Tanalisando-se o termo A Pf. e o termo A PA pode-se fazer
algumas consideraçSss.
T
O termo A Pf. resu lta  num vetor CU.D que é igual a 
i- é s i  ma linha da matriz A» linha esta  que é defin ida  pelo 
vetor f i
T
O termo A PA resu lta  na matriz N» que fo i  fa torizada
no processo de resolução do sistema de equaç5es normais» no
A j u s t a m e n t o  convencional.
Assim usando-se o método de Choleski para reso lver o
sistema de equaçdes C3.31D» ca lcu la -se  o valor do vetor X.
i
usando-se somente a etapa da re tro  substitu ição e  substitu ição 
d ireta .
DEPUKAÇAO DE ERROS GROSSEIROS NOS PONTOS DE ENLACE E CONTROLE
4.1. Introdução
Para a depuração de erros grosseiros nos pontos de 
con tro le , admite-se que todos os eventuais erros nas 
fot©coordenadas Já foram depurados.
Nesta etapa de depuração dos erros grosseiros o 
bloco estará formado num sistema tridim ensional a rb itrá r io , 
onde os pontos de ligação  estão isentos dos erros. Com a 
fin a lid ad e  de efetuar a transformação deste para o sistema do 
terreno Ccontrole3, há a necessidade da u tiliza çã o  dos pontos 
de contro le.
Estes pontos de con tro le  são determinados a partir  
de observaçESes, geralmente executadas em campo em condi çÊSes 
não id ea is , podendo conter erros grosse iros . que serão 
propagados nas coordenadas no cá lcu lo. Podem ocorrer ainda 
erros na introdução dos dados, ta is  como: numeração errada,
troca de d íg ito s , etc.
Com is to ,  considerou-se que os pontos de contro le» 
são pass íve is  de erros grosse iros , e que devam passar por um 
con tro le  de detecção e lo ca liza ção , para que o erro  cometido 
não a fe te  todo o trabalho, e forneça resultados não 
con fi ávei s.
Para e fe i t o  de detecção e lo ca liza ção  de erros 
grosseiros nos pontos de con tro le , proceder-se-á como no caso 
an terio r, ou se ja » depuração dos erros progressivamente. Para 
is to ,  subdivide-se em duas partes, a primeira em detectar 
erros de grandes magnitudes CBOo^D, usando as coordenadas 
planim étricas em separado da a lt im étrica  do controle. A
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segunda parte é a detecçSo do orros do poquona magnitude C4er̂  
a BOc^, usando para is to  a transformação isogonal junto com a 
Estimativa Robusta.
O procedimento sequencial fo i  adotado para depurar 
erros grosseiros nos pontos de con tro le , para is to  fo i  
necessário a formação sequencial do b loco, ou se ja , 
concatenando-se as fa ixas  uma às outras até que a última se ja  
concatenada formando assim o bloco num sistema a rb itrá r io .
A sequência adotada neste trabalho é depurar os 
erros grosseiros nos pontos de liga ção  entre as fa ixas 
prim eiro e após esta v e r if ic a çã o  depurar erros grosseiros do 
t i  po B Cquarto passo!» nos pontos de contro le. Os erros 
grosseiros do t i  po C e D são depurados com o mesmo modelo 
matemático e na mesma etapa.
Para efetuar es te  procedimento sequencial de 
depuração de erros grosseiros nos pontos de con tro le  e dar a 
continuidade no procedimento sequencial de f o to tr iangulaçSo 
foram elaborados programas, na linguagem Fortran, para ligaçSío 
das fa ixas  até a formaçâío do bloco e a transformação deste 
para o sistema do contro le.
A fototriangu laçSo simultânea por fe ix es  
perspectivos fo i  elaborada a fim  de v e r i f ic a r  a e fic iê n c ia  do 
procedimento sequencial em gerar dados e v e r if ic a r  através do 
tes te  qu i—quadrado a qualidade das observaçSes depuradas dos 
erros grosseiros.
Esta etapa da fo to t r i  angul açSío caracteriza  o 
procedimento " o f f —l in e " , que é essencialmente um procedimento 
onde as observaçSes são tratadas quando a última observação 
fo r efetuada, ou se ja , as observaçSSes e o processamento sSío
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tratadas como duas etapas d is tin ta s  de trabalho.
4. 2. ConcatenaçSo das fa ixas
Esta é uma etapa de grande importância» tanto como 
uma etapa au x ilia r  na depuração de erros grosse iros , como na 
transformação do bloco fo to t r i  angulado num sistema único. Para 
uma melhor v isua lização das etapas executadas pelo programa, 
há um fluxograma deste no apêndice B - l.
A concatenação das fa ixa s , para formar o bloco, se 
resume na determinação de parâmetros de transformação entre as 
fa ixas  adjacentes, sucessivamente, e na aplicação da 
transformação a todos os pontos da fa ix a  a ser concatenada.
A f ototriangulação sequencial com concatenação das 
fa ixas  será executada basicamente, concatenando-se as duas 
primeiras fa ixa s  do b loco atr avós de uma transformação 
geométrica, formando com is to  um sub-bloco. A este  sub-bloco» 
considerado agora como uma fa ix a , será ajustada a te rce ira  
fa ixa , pela transformação escolh ida, fazendo que o sub-bloco 
se estenda até a te rc e ira  fa ixa . O processo se repete até que 
a última fa ixa  do b loco passe a in tegrar o bloco então 
formado.
A foto triangu iação completar --se-á com a
transformação do bloco formado para o sistema de coordenadas 
do ponto de con tro le , que pode ser efetuada através de modelos 
matemáticos conhecidos.
Devido a d ificu ldades de se encontrar uma 
transformação ou um modelo matemático adequado, procurou-se 
então u t i l iz a r  três  modelos matemáticos conhecidos : Afim,
Isogonal e Polinomial C do segundo grauD. Assim, pode-se
v e r if ic a r  qual a melhor transformação para cada caso» que será 
d iscu tido no cap ítu lo  S.
4.2.1. Concatenação de fa ixas  com transformação isogonal 
O modelo matemático u tiliza d o  é a equação,
X’ -  X *  R *  X - X = O C4.1Do
que está na forma FCX ,L 3  = O, sendo uma função im p líc ita . Os
Oi O
vetores X e X* são da mesma espécie CobservaçSesJ, os
parâmetros são : X, u> , <p , x t X , Y  e Z .  Por conveniência,o  o  o
adota-se a mesma equação C4.1D, e considera-se X constante, 
ficando agora o modelo matemático numa forma ex p lic ita .
FCX D = L<X. Cl
Aplicando es te  modelo no ajustamento, há a 
necessidade de ite ração , poi s fo i  lin earizado  pela s é r ie  de 
Taylor. Assim desenvolvendo a equação 4.1, de forma a torná-la  
uma função e x p líc ita ,  tem-se:
X ’ = X ® R • X + X C4.22)o
Os pontos comum às duas fa ixas  propiciam um conjunto 
de três  equaçSes por ponto. Através de três  ou mais pontos os 
sete  parâmetros da transformação são estimados pelo método dos 
mínimos quadrados e a equação 4.1 é aplicada para todos os 
pontos da fa ixa . A matriz R e o desenvolvimento da equação 4.1 
podem ser encontrados com detalhes em j241.
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4.2.2. Concat©naçSo das fa ixas  com transformaçSo afim
A equação ut.il izada na transformação afim para a
concat&naçSo das fa ixas  ©m bloco é:
X' = A * X + T C4. 3}
onde, A é uma matriz 3x3 contendo nove parâmetros incógnitos.
O vetor T contém trés  parâmetros* to ta lizando doze parâmetros
de transformação.
Com a u tiliza çã o  de cinco ou mais pontos comuns 
entre as duas fa ixas* pode—se efetuar o ajustamento pelo 
método dos mínimos quadrados. Depois de se calcu lar os
parâmetros incógn itos C12j, fa z -s e  a transformação inversa*
X = A-1C X * -  T5 . C4. 4D
Esta equação é aplicada a todos os pontos da fa ixa .
A equação CA.3} a r igo r ó uma função im p líc ita* 
cabendo aqui a aplicação do método combinado. Mas* pela 
fa c ilid a d e  computacional e pela comodidade* u t ilizo u -s e  do 
método paramétrico, admitindo então o vetor X como constante e 
não como observação.




prever um padrão de N que p o s s ib ilita rá  algumas otim izaçSes, 
considerando que todas as observaçSes tenham a mesma 
variância , e não sejam correlacionadas. Fazendo ta is  
consideraçSes pode-se escrever a equação 4.0 da seguinte 
forma:
BO
T — 1 TX = -CA AD A L
L = L -  L,
O b
L = FCX D o o
Analisando o padrão da matriz A © posicionando as 
observaçSes adequadamente, pod©—s© observar que a matriz M» 
terá também um padrSo conhecido. Pode—se d izer que a matriz M 
é bloco diagonal» ou se ja » é constitu ída de três  sub-matrizes 
iguais» quadradas © de dimensão quatro.
fB O O 1O B O I
L °  O B J
onde»
r  -  I  _E* E* yV “  1 1 E* z .“  V  1 s - i  ■
B = E / ’ Ey zL V E / i
sim étrica
• n
i —  1  »  2  » . . . » n
Concatenação d ©  fa ixas com polinómio
O polinómio u t iliz a d o  na transformação é:
AX II 0 a Xi - b Yi + c Z -*■i a X2 2 - 2b2
AY = bo + b Xi + a Yi -  d Z +4 b Xa 2 + 2a2




AX = X' - X
AY = Y* -  Y
AZ = Zr - Z
Tem-se onze parâmetros de transformação Ca , a , a ,b ,b ,b ,c0 1 2 0 1 2 0
Ci ' C2 ,d i ,d2'>- As ©cluaÇ®©s C4.5D são encontradas em |ll | pâg. 
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A equação C4.5D é uma função im p líc ita , cabendo aqui
também aplicação do método combinado CFCX ,L D = 03». Mas nestea a
caso também por comodidade, ap licou-se o método paramétrico 
CFCX 3 = L 3, onde fo i  considerado X, Y, Z isentos de erros.
a <x
4. 3. Cálculo das Coordenadas no Espaço Objeto
O bloco formado no sistema de coordenadas, 
trid im ensional, con stitu i um modelo reduzido da porção do 
terreno fotografado. Na transformação do sistema de bloco para 
o sistema do con tro le» pode-se considerar que á d iferença 
entre os dois se deva a vários fa to res » ta is  como: d iferença
de escalas, translação» rotação e outros fa to res  de menor 
in flu ência .
Esta etapa do processo de determinação de 
coordenadas CX» Y, 2D no sistema do terreno» pode, dependendo 
da escala e da precisão desejada» ser a etapa f in a l do 
ajustamento, tornando assim este  método mais interessante 
quando o computador u t iliz a d o  é de pequeno porte, pois o 
procedimento não ex ige  grandes capacidades computacionais.
Mas se a precisão desejada não fo r  alcançada nesta
etapa, ainda há a grande vantagem do procedimento, no sentido 
de v e r if ic a r  erros grosseiros nos pontos de controle. Também é 
de fundamental importância, gerar coordenadas dos pontos 
ob jeto  e dos parâmetros de orientação ex te r io r  com boa 
aproximação, para o ajustamento simultâneo a ser efetuado 
pôsteriomente, podendo também depurar os erros grosseiros dos 
pontos de con tro le  e das observaçSSes fotogram étricas em gera l.
U tilizo u -se  aqui, trê s  modelos matemáticos, com os 
quais foram executados vários tes tes » a fim  de tentar 
v e r if ic a r  qual melhor se adapta para as d is t r ibuiç3es que 
serão testadas no cap itu lo  5. Os modelos de transformaçSes 
u tilizad as  foram: modelo afim» modelo isogonal e modelo
po li nomial.
Tabela 4.1 — TransformaçSes u tiliza d a s  nos programas de
concatenação das fa ixas  e transformação de 
sistemas.
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programa concato naÇão das 
faixas
tronaformaçSo da alaiamaa 
bloco 4 1 ar rano
Ol Isogonal Isogonal
02 Af i m Af i  m
03 Po li nomi al Pol i  nomi al
04 Isogonal Afim
05 Isogonal Pol i  nomi al
Elaboraram-se vários  programas, u tilizan do  estes 
modelos, conforme a tabela  4.1 e para cada caso fizeram —se 
testes com vários tamanhos de bloco e várias  d istribu içSes de 
pontos.
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4.4. Depuração dos E. G. nos pontos d© enlace
Os erros aqui ©xi stentes são os que podem ter sido 
provocados pelo mau posicionamento da marca de medição no 
ponto o/ou id en tific a çã o  incorreta  dos pontos, pois na etapa 
anterior .já foram ve r ifica d os  os erros de má observação 
estereoscópica, ou se ja , má elim inação das paralaxes em "x" e 
" y " . E ainda, estes pontos CenlaceD são transferidos fa ixa  a 
fa ixa  no "pug" Cperfurador de pontosD, provocando com is to  uma 
maior incidência  de erros grosseiros pelo loca l onde estes 
pontos se encontram Ccantos do modelol).
Assim a v e r if ic a çã o  e lo ca liza ção  de erros 
grosseiros nesta etapa só se processa nos pontos comuns ás 
fa ixas  adjacentes. Para is to  u t i l iz a - s e  a transformação 
i sogonal aproximada, que ó executada da fa ix a  *‘i  + 1 “ para a
fa ixa  **i'*, conforme a Figura 4.1.











4.1 — Posição clos pontos d© l i
f  ai xa i  + l 
gação entre as fa ixas.
Como numa aeropoligonação Canalógica ou a n a lít ica  em 
menor proporçãoD , pode haver um desvio dos pontos no fim da 
fa ixa  © maior ainda na concatenação das fa ixa s , que pode ser 
v e r ific a d o  pela propagação dos erros. Assim, nesta etapa não
houve a preocupação em se aproveitar os parâmetros para 
concatenar as fa ixa s , devido â propagação dos erros na 
concatenação das mesmas.
U tilizo u -se  a transformação com menor número de 
parâmetros CTrans.IsogonalD com a fin a lid ad e  de detectar erros 
grosse iros , evitando assim uma super parametrização do modelo, 
que poderia mascarar os resultados, absorvendo os possíveis  
erros sistem áticos e grosseiros da fa ixa .
O modelo matemático u t iliza d o  na transformação é o 
isogonal C4.1D , que junto com as equaç3es 2.02 CEstimativa
RobustaD permitem depurar os pontos de ligação  dos erros 
grossei ros.
4.5. Depuração dos E. G. do t ip o  B
Os erros de grande magnitudes nos pontos de con tro le 
podem ser ocasionados principalmente por: id en tifica ção
incorreta  nas fo to s ; erro  na d ig itação  das coordenadas o erros 
dos números dos pontos. Usa—se para detectar esses erros o 
modelo isogonal no plano para as coordenadas planimétricas. 
Para v e r if ic a r  as coordenadas a l t i  métricas usa—se o fa to r  de 
escala de fin ido  anteriormente e duas rotaçSes, fazendo o plano 
formado pelo modelo f ic a r  para le lo  ao do terreno.
Para se transformar o b lo co 7 a rb r itá r io  para o 
sistema do terreno a p lica —se o modelo matemático de 
transformação isogonal. Através dos pontos de con tro le
ex isten tes , o bloco fo to triangu lado Cno sistema arbritárioD  
será transformado pela relação geométrica no plano formado
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b loco  d flvo ra  an iar Tormado num aiaiam a do 
coordonadas un ico.
pelos eixos planí métri cos ,onde as coordenadas transformadas 
dos pontos de con tro le  ser 3o comparadas com as obtí das em 
campo CapoioD. As d iferenças ex isten tes  perm itirão v e r if ic a r  
eventuais erros grosseiros nos pontos de controle.
Para calcu lar os parâmetros da transformação Cbloco 
a rb itrá r io  para o te rren o ), toma-se dois pontos nos extremos 
do bloco e ca lcu la-se os quatro parâmetros. Faz-se então uma 
transformação inversa aos pontos no b loco fotogram étrico.
A d iferença das coordenadas Ctransformadas e 
c o n tro le ), nos ind icará a ex is tên c ia  ou não de erros 
grosseiros. Este processo é semelhante ao da ve r ific a çã o  das 
marcas fid u c ia is . Se as diferenças calculadas após a 
transformação forem grandes Cvalor es te  que será estipulado 
quando dos tes te s ) em todos os pontos, o ponto escolhido na 
transformação estará com erro  grosseiro . Troca-se então o 
ponto usado na transformação e repete-se a operação até 
encontrar os pontos com erros grosseiros.
Com o modelo matemático isogonal no plano:
X» = aX + bY AX
C4. 62>
Y* = -bX aY + AY 





























Com algumas operaçSos niaiemàiicas, obiém-se os va lores dos 
parâmetros Ca, b, AX , AYD » ou se ja :
OUi
AY » DY + AX * DY
a =-------------------------  C4.7D
DXDX + DYDY
AX » DY - AY » DXb = —- C4.QD
DXDX + DYDY
AX = X’ - aX̂  -  bŶ  C4.9J
AY = Y» + bX  ̂ -  aY  ̂ C4.10D
AX = X; - aX — bY C4.11D
2 2 2 2
AY =  Y » +  bX -  a Y
onde:
2 2 2 2
AX»  =  X ’ - X»
i 2
A Y »  =  Y »  - Y »
i 2





v  =  x r  -  x
K V G
V =  Y» - Y
análise,
i




C 4.143r  1 =.
onde:
X » Y sSo as coordenadas do ponto i ,  no sistema a rb itrá r io  do 
modelo,
X»,Y» sSo as coordenadas do ponto i ,  de con tro le no sistema 
loca l t r i ortogonal,
X* e Y» sSo as coordenadas transformadas, calculadas do
C CV l
ponto i .
Agora o procedimonto adotado para depurar os erros
de grandes magnitudes nos pontos de con tro le  é efetuado em
duas etapas. A prim eira, estando o bloco f o togramétrico num
único sistema, ca lcu la—se um fa to r  de esca la  aproximado para o 
2 2 2bloco, CX = a + b 5, onde a e b são obtidos na etapa de
detecção dos erros grosseiros planim étricos. Multiplicando-se 
todas as coordenadas pelo fa to r  de esca la , tem-se como
resultado um modelo em escala aproximadamente igual ao do 
terreno.
Como esta transformação isogonal no plano posicionou 
o bloco quase que coincidentemente ao terreno, assim, somente 
as coordenadas planim étricas estão com os valores próximos ao 
do apoio.
Agora o modelo pode estar com inclinação em relação 
ao terreno, que deve ser co rr ig id a  através de duas rotaçSes, 
uma em torno do e ixo  "X" e outra em torno do e ixo  “Y” .
A primeira correção desta inclinação a ser efetuada
é em torno do e ixo  Y, que é dada pelas fórmulas abaixo:
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A Z  =  Z “  -  C 4 .  1 5 5
max A 1
AZ . = -  2 C4. 165
min 2 2
AX = X -  X . C4 .175
max min
t a n C d  5 = CAZ -  AZ  5/AX C4. 185
x max min
é a inclinação a ser co rr ig id a  entre o modelo e o terreno 
na direção X,
z ,z são as coordenadas a l t i  métricas do bloco,1 2
Z ,Z são as coordenadas a ltim étricas  de con tro le  e 1 2
X ,Y são as coordenadas planim étricas do bloco,
o valor da coordenada co rr ig id a  é calculada da seguinte forma, 
Zc = z + tanCc* 3/CX - X 3. C4.1Q3
i i x ponto min
Z. é  a coordenada a liim é ir ic a  corrig ida .
A segunda rotação fo i  em torno do e ixo  X, efetuado 
de forma semelhante à. an terio r.
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AZ = Za - z C 4. 203max 1 1
AZ . = Z* - z C4.213min 2 2
AY = Y -- Y C 4. 223mcfcx min
tanCa 3 = CAZ - A Z  . 3 /AY C 4. 233
y ' max min
a é  a inclinação a ser co rr ig id a  en tre o modelo e o terreno 
y
na d ireção Y»
o valor da coordenada co rrig id a  é calculada da seguinte forma»
Zc = z + tanCot 3/CY - Y 3. C4. 243
i. i. x ponto min
Após ap licar as transformaçSes acima, pode-se 
depurar os erros grosseiros de grande magnitude na coordenada 
Z por comparação, como no procedimento an terior Cplanimetria3.
4.6. Depuração do E. G. do t ip o  C e D
Como o bloco ó d e fin id o  pelas coordenadas 
tridim ensionais dos pontos e fo i  calculado em duas etapas 
Citem 4. 53 , esta pode estar rotacionado em torno dos três
eixos. Assim as d istorções provenientes desta transformação 
aproximada podem mascarar os erros grosseiros de pequena 
magnitude, e também conforme a extensão da fa ix a , pode ocorrer 
uma propagação de erros, tornando assim o erro  propagado maior 
que o erro  grosseiro. Esta propagação de erro  poderia sor 
minimizada subdividindo-se as fa ixas. Entretanto, esta solução 
pode ser in v ia b iliza d a  pelo reduzido número de pontos de 
con tro le , segundo |30| p. 103. No bloco es te  problema torna-se 
mais grave, pois além das deformações causadas ao longo das 
fa ixas , existem as da concatenação das fa ixa s , que parecem ser 
mai or es.
Assim nesta etapa, admite-se que todos os erros 
grosseiros de magnitudes maiores que 50 foram depurados» 
restando portanto erros menores.
Através dos pontos d© con tro le  ex isten tes e dos 
mesmos obtidos na formação da fa ix a  e do bloco no sistema 
a rb itrá r io , efetua-se a transformação isogonal no espaço» 
transformando o bloco do sistema a rb itrá r io  para o sistema do 
control e.
Para a depuração dos erros grosseiros nos pontos de 
con tro le  Capoio3 u t iliz o u -s e  da função peso CEstimativa 
RobustaD, que junto com o procedimento de ajustamento é capaz 
de depurar os erros.
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4.7. Fototr i angul açSo Simultânea por fe ix e s  perspectivos 
C bundl ©D
Dentre os vários procedimentos para fototriangu lação 
a n a lít ica , a fo to triangu lação simultânea por fe ix e s  de ra ios 
perspectivos produz melhores n íve is  de precisão em relação ao 
sequenci a l .
O método adotado aqui, é a f o to tr iángulação com 
pré-refinamento dos erros s istem áticos, pois no procedimento 
em linha, as fotocoordenadas foram depuradas destes erros.
4.7.1. Consi der açcSes Gerais da Foto tri angul ação Simultânea por 
Fei xes
Como já  fo i  comentado, a equação u tiliza d a  aqui é a 
de colinearidade, que impSe a condição de alinhamento de três 
pontos Cobjeto,imagem © centro p ersp ectivo }, condição esta que 
pode ser obtida com um pré-refinamento das coordenadas 
observadas Caqui executado na formação do t r ip le t o } .
O ajustamento de todos os fe ix e s  num bloco de 
fo to g ra fia s  envolve roíaçSes © transiaçSes de cada fe ix e . 
Estes fe ix e s  são defin idos pelas equaçSes B-8, reescritas  
aqui, para uma melhor v isua lização .
m CX -  X )  + m C Y - Y 3  + m CZ -  Z )
x _ _c * 1_____________Ç_______________12 e 13_____________c
m C X - X D  + m C Y - Y D  + m CZ - Z 3
31 c 32 c 33 e
m CX -  X 3 + m CY - Y )  +m CZ -  Z )
y  _ _ c 2 1_____________f _______________22_____________ç____________23_____________=_
k m CX - X 3 + m CY - Y 3 + m CZ - Z 3
3 1  e  3 2  c  3 3  <z
nesta equação
x ,y  sSo as foiocoordenadas corrig idas  dos erros sist.em4t.icos.,
m. . sSo os ©>1©mentos da matriz de rotação, 
v.J
X,Y,Z são as coordenadas dos pontos,
X ,Y ,Z são as coordenadas do centro perspectivo de cada fo to
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c ó a d istância  Tocai calibrada, k
Para cada ra io  do fe ix e  pode-se escrever um par de equação 
deste tipo .
A equação de colinearidade é uma função e x p líc ita , 
da forma L = fCX D . Como se pode observar, no primeiro
a a
membro, estão as observaçSes e no segundo os parâmetros 
Cci>,0»M»X ,Y ,Z ,X,Y,2D. A equação não é> lin ea r , havendo a
c c c
necessidade da lin ea r ização  por Taylor, portanto iteraçSes 
devem ser efetuadas. Então, va lores aproximados dos parâmetros 
são requeridos.
Estes va lores podem ser obtidos de várias maneiras. 
Por exemplo: adotando—se va lores nulos aos elementos de
orientação angular C<a e <p5 e com o a u x ilio  de uma carta da 
área, obter as coordenadas dos CPs, dos pontos a serem 
fototriangu lados e do parâmetro angular kappa C mD . No caso 
optou-se por foto triangu lação sequencial, que gera valores 
aproximados com pequenos desvios. Estes va lores aproximados 
são muito importantes, pois deles depende a convergência e  o 
tempo computacional gasto.
4. 7. 2. Tratamento Matemático
As fotocoordenadas refinadas x © y constituem as 
observaçSes no modelo paramétrico. Suas precisSes dão origem A 
matriz dos pesos P, que serão considerados iguais e não
correlacionados para iodas as observaçSes, ficando assim a 
matriz P diagonal. E ainda» considerando todas as observaçSes 
iguais e considerando o va lor da variância  da unidade de peso 
"a p r io r i "  igual à variância  da observação, a matriz peso serâ 
igual à identidade C l}.
Assim, se num bloco, n pontos imagens sãoO
observados, tem-se elementos correspondentes em L .̂ Q
número de parâmetros depende do número de pontos no espaço
ob jeto  e do número de fo to g ra fia s  que formam o bloco. Então
num bloco de fo to s , e x is t ir ã o  6n^ parâmetros de orientação
ex te r io r  e os números de parâmetros re fe ren tes  aos pontos
Cenlace, con tro le  ou passagenO , serão formados de ta l forma,
que a cada novo ponto observado, mais três  parâmetros serão
incorporados ao conjunto, perfazendo no f in a l 3n^ parâmetros,
onde é o número to ta l de pontos. Portanto, o vetor L terá  a




O desenvolvimento matemático, as derivadas, e os 
elementos da matriz de rotação, estão no apêndice B.
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4. 7. 3. Problemas na montagem das Matrizes “A" e *‘N**
Na foto triangu iação a n a lít ic a  com ajustamento 
simultâneo em bloco, os problemas de ordem numérica assumem 
proporçSes muito s ig n if ic a t iv a s . Ê comum a ex istência  de 
blocos com milhares de incógnitas. Este fa to  fa z  com que o 
aspecto otim ização se ja  seriamente considerado, tanto no 
problema de tempo de processamento, como no do espaço de 
ar mazenamento.
Na montagem da matriz N, pode—se economizar tempo e
memória do compuador, Para isso » s© fa z  necessário analisar as 
ca ra c te r ís tica s  da matriz A.
Pode—se v e r i f ic a r  que a matriz A é composta de uma 
grande quantidade de elementos nulos, o que pode ser
aproveitado na montagem da matriz M e no vetor U. Tendo-se que
T T
N = A PA © U = A PL» uma das primeiras considerações pode ser 
na montagem de N diretamente suprimindo a matriz A. A formaçSo 
da M seria  cumulativa, precisando para is t o  a criaçSo d© dois 
novos vetores, que corresponderiam a duas linhas da matriz A. 
Para um melhor esclarecim ento deste programa, elaborou—se um 
fluxograma que se encontra no apêndice B-3.
4.7.4. In.junções e Resolução de Sistemas
Para a resolução do sistema de equações normais X = 
-N 4U, v e r i f ic a -s e  que a matriz N é singu lar, porque o
re fe ren c ia l lo ca l não fo i  rea lizado  CdefinidoD. Logo a
d e fic iên c ia  de c a ra c te r ís t ic a  é igual a sete. Is to  indica que 
não haverá solução na álgebra de Cayley. Poderia ser reso lv ida  
pela u tiliza çã o  da pseudo inversa, que não é de in teresse 
neste trabalho.
A fim  de reso lver esta  singularidade aplicam-se 
injunções, neste caso re la t iv a s  posic ionais nas coordenadas 
dos pontos de contro le.
Para reso lver o sistema de equações normais fo i
usado o método de Cho.leski , pois a caracter.1 s t ic a  principa l do 
método é explorar a sim etria  da m atriz, poss ib ilitan do  assim 
somente a u tiliza çã o  da parte triangu lar superior ou in fe r io r  
da matriz sim étrica. No caso deste trabalho estes elementos 





A fim  d© v e r i f ic a r  o algoritm o, a metodologia na 
depuração dos erros grosseiros e a e f ic iê n c ia  dos programas 
computacionais desenvolvidos, alguns tes tes  foram realizados. 
Para is to  considerou-se três  fases no trabalho:
a !> formação das fa ixa s  analiticam ente C f  o to tr i angul ação em 
linhaD com depuração dos erros grosseiros nas observaçSes; 
b D concatenação das fa ixas  e transformação do bloco Csistema 
arbitráripD  para o terreno com depuração de erros grosseiros 
nos pontos de enlace e con tro le , e
c 3 f  o to trian gu lação simultânea por fe ix e s  de ra ios com 
análise dos resultados.
5.2. Depuração dos Erros Grosseiros
Os dados aqui manipulados são f i c t í c io s ,  ou se ja , as 
f  otocoor denadas foram obtidas através de um programa 
computacional, simulando—se assim dados obtidos no comparador. 
Para is to  um programa em linguagem "Basic" fo i  elaborado para 
gerar coordenadas observadas do par de fo to g ra fia s  do bloco.
Os dados in ic ia is  básicos para gerar este  bloco 
simulado, são as coordenadas planim étricas dos pontos e os 
parâmetros de orientação ex te r io r  das fo to s , de forma que 
alimentando o programa com a escala da fo to , d istância  foca l e 
o desvio padrão da observação, pode—se gerar os dados 
necessários na escala escolhida.
Para in c lu ir  flutuaçSes randônicas nas observaçSes o 
programa u tiliz o u  a função CRNDD, que gera números a lea tó rios  
de O a 1. Como esta funçSo gera números numa d is tribu ição
regu lar, ou se ja , todos os va lores no in te rva lo  O a 1 tem a 
mesma probabilidade de ocorrer. Então o programa fo i  adaptado 
para que os va lores gerados tenham uma d is tribu ição  normal.
Os dados u tiliza d os  foram gerados considerando a
escala da fo to  igual a 1/13000, com uma câmara de d istância 
foca l de 200 mm, em urn terreno com uma variação al t i  métrica 
média de 155* da altu ra de vôo.
Com a fin a lid ad e  de v e r i f ic a r  a e fic iê n c ia  na
detecção de erros grosseiros dos programas de f o t o t r iangulação 
em linha com "Data Snooping" ou "Danish Method” . Vários testes 
foram rea lizados nas configuraçSGS 3.1, 3.2, 5.3, S. 4 o 3.3: 
d is tr ib u ição  Cfigura 5. 13 com 23 pontos no t r ip le to .
resultando em 93 parâmetros incógn itos e 11Q 
obser vaçSes;
d is tr ibu ição  Cfigura 5.23 com 16 pontos no t r ip le to ,
alinhados em 5 colunas, resultando em 63 parâmetros
incógn itos e 66 observaçSes;
d is tr ib u ição  C figura 3.3!) com 13 pontos no t r ip le to ,
alinhados em 3 colunas, resultando em 63 parâmetros
incógn itos o 70 observaçSes;
-  d is tr ibu ição  Cfigura 5.43 com 13 pontos no t r ip le to ,  com 
duplos pontos nas la te ra is , resultando em 63 parâmetros
incógnitos e 70 observaçSes e
d is tribu ição  Cfigura 5.53 com 9 pontos no t r ip le to ,
resultando em 45 parâmetros incógn itos e 42 observaçSes.
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Assim foram efetuados basicamente os seguintes
testes :
a D te s te  Ol -  depuração dos erros grosseiros nas marcas 
f  i  duci ai s ;
b D te s te  02 — depuração dos erros grosseiros do t ip o  A e C em
uma observação Cprimeiro passo e segundo passoD,
c D te s te  03 — depuração dos erros grosseiros do t ip o  D em uma
observação do t r ip le t o  C terce iro  passoD e
d 3 tes te  04 - depuração dos erros grosseiros do t ip o  D em
duas observaçSes C terce iro  passoD.
Para os iten s  "c ” e "d " foram efetuados testes  
u tilizan do-se  o “Data Snooping” e "Danish Method" para se 
depurar os erros grosseiros.
A fim  de se v e r i f ic a r  a e f ic iê n c ia  dos testes 
u t iliz o u -s e  das cinco d istribu içSes abaixo, onde será 




< 0 1 >  < 0 2 )  < O a >  ( 0 4 )  ( 0 3 )
( O d >  < 0 7 )  < O B )  ( O O )  < 4 0 )
< 1 1 )  < 1 2 )  < 4 a  > < 4 4 )  < 4 3 )
< 4 0 )  ( 4 7 )  < 1 B )  < 1 9 )  < 2 0 )
<21) <22) (23 )  <24) <25)
1 — Posição dos 25 pontos no t r ip le to ,  reprosantada
na fo to  cen tra l.
< 0 4 )  ( 0 2 )  < 0 3 )  < 0 4 )  < 0 3 )
< 4 4 )  < 4 2 )  < 4 3 )  < 4 4 )  < 4 3 )
<24) <22) <23) <24) <23)
Figura 5.2 - Posição dos 15 pontos no t r ip le to  posicionados em 






















< i a > < 20 » 
•
< 2 1 > 
m •
< 2 a > 
•
< 23 > 
•
-  Posição dos 15 pontos no tr  i pl e to
3 colunas, r ©pr esentada na fo to  c©






< 03 > 
•
9






< IO > 
•
< 1 1 > 
•
< 1 2 > 
•
9 • 9
< 1 3 > < 1 4 > < 1 3 >
em
Figura 5. 4 - Posição dos 15 pontos no t r ip le to  com dupla
observação nas bordas, representada na fo to  
central
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< Oi > < 03 > í OS >
• « •
< 11 > < i 3 > (13)
• • •
1 21 ) (23) (23)• * •
Figura 5.6 - Posição dos 09 pontos no t r ip le to ,  representada 
na fo to  cen tra l.
O programa de foto triangu lação em linha usa três 
fo tos  num ajustamento simultâneo C trip letosO . A fim  de 
v e r if ic a r  os programas CobservaçSes geradasD e o tempo de 
execução para cada configuração,C5. 1 , 5.2, 5.3, 5.4, 5. 5D,
vários tes tes  foram efetuados e são apresentadas na tabela 
5. 01.
Tabela. S. 01 — Tempo d© execução para a formação do t r ip le to
.isento de erros grosseiros contendo na 1- coluna
a configuração, na 2- o tempo de execução © na 
c í  A  23 - o < y  C variância  d© peso un itário  à 
p o s te r io r i.
70
di s tr i bui ção tempo execução
A 2 
C <?o3
f i  gur a 3.6 03™*- nl 9, 61S 4.24 x 10"3
f i  gura 3.6 OO170- n53,67S 7,36 x IO "3
f  i gur a 3. 7 o i ^ i o . e a 5 4,03 x IO-3
figu ra  3. 8 01min10,82S 6,06 x 10"a
figu ra  3. 9 OO™1n30,93S 3,59 x IO "3
S. 2. 1 . Depuração dos E. G. nas Marcas F iducia is C te s te  013
Para as observaçSes re feren tes  às marcas fid u c ia is  
geradas, considerou—se a u tiliza çã o  de uma câmara e situação 
id ea l, ou se ja , isenta d© todos erros sistem áticos.
O procedimento aqui adotado para depurar erros 
grosseiros nas marcas fid u c ia is  é  a v e r ific a çã o  do resíduo do 
cada observação em relação à média, conforme descrito  no item
3.3.1 , pois considerou-se que no mínimo três  observaçSes de 
cada marca fid u c ia l foram efetuadas. Abaixo serâ apresentado 
um quadro com o te s te  rea lizado  numa fo to , onde um erro de 
0,026 mm fo i  introduzido em uma das coordenadas.
Tabela 5.02 - Coordenadas observadas das marcas fid u c ia is  C3 
sériesD e com o erro  médio quadrático dos 
desvios. Um erro  de 0,025 mm na coordenada X do 
ponto 03 fo i  introduzido.
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ponto
fo to  da esquerda





































Pode-se v e r i f ic a r ,  conforme a tabela 5.02, que o 
valor dado na te rc e ira  coluna do ponto 03 Cmarca fiducialD  é 
maior que dos outros pontos, assim com um simples te s te  neste 
valor CDx e DyD pode—se detectar o erro  grosseiro . O c r i t é r io  
de re je iç ã o  adotado fo i  de 0,007 mm, valor este  que 
corresponde a  ̂2"’  x 0,005 mm CO, 005 mm valor adotado como 
desvio padrão das observaçSSesD.
Para se depurar os erros grosseiros do tip o  C e D 
assume-se que todos os erros grosseiros do t ip o  A j  á. foram 
eliminados na etapa an terior. Agora através da transformação
isogonal aplicada a 3 marcas f id u c ia is , e fetua-se a 
transformação isogonal no plano e ca lcu la -se  o resíduo na 
quarta marca fid u c ia l. Repete—se es te  procedimento para as 
outras marcas fid u c ia is  até que todas fiquem fo ra  do 
ajustamento, conforme comentado no item 3.3.3.
Assim vários tes tes  foram rea lizados dos quais 
somente um será apresentado, onde um erro  de 0,036 mm fo i 
introduzido nas coordenadas das marcas fid u c ia is .
Tabela S. 03 - Coordenadas das marcas fid u c ia is  calibradas,
observadas transformadas e os resíduos, com um 
erro  g rosse iro  de 0,020 mm na coordenada "x " 
observada do ponto 2.
pon­ M. F. calibradas M. F. obs. trans residuos
to xC mnrO yC mrrO xC mm3 yC mirO 3>:C mnO &yC mnO
1 -115,000 0,000 -115,006 0,004 0,009 0,008
a
2 0,000 115,000 O, 020 115,007 -0, Ol 8 -0,004
3 115,000 0,000 115,001 -O,004 0,012 -0,003
4 0,000 -115,000 0,002 -115,003 -0,009 -0,001
Pode-se v e r i f ic a r  no quadro acima que o resíduo da
coordenada do ponto 2 é maior do que os outros C0,0183, valor
0
este  que 6 maior que o c r i t é r io  de r e je iç ã o  adotado, sendo
0,013 — valor
calculado como lr «s  v a i «•V
obsorvacoAB.
adotado como cntorio do rojoccao,
o doovio padrao adotado para a»
que is to  ocorreu em todos os pontos que foram testados, 
v iab ilizan do -se  assim o procedimento u tiliza d o .
S. 2. 2. Depuração dos E. G. do t ip o  A e C nas f otocoordenadas 
C tes te  023
Os erros de grandes magnitudes, do t ip o  A, são 
depurados por comparação de coordenadas. Assim o primeiro erro 
a ser v e r ific a d o  é a coordenada do ponto que ultrapassa o 
valor lim ite  Cmetade do quadro fo c a l3, conforme comentado no 
i tem 3. 3. 2.
Os erros grosseiros do tip o  G nas coordenadas dos 
pontos de ligação  entre os modelos são ve rificad os  por uma 
comparação entre as coordenadas lid a s  no modelo anterior com 
as atuais, estas discrepâncias serão comparadas com um valor 
pró-defin ido , no caso, três  vezes o desvio padrão nominal do 
instrumento C0,003mm3, conforme comentado no item 3.3.2.
Agora considera-se que os erros grosseiros do tip o  A 
e parte do Tipo C já  foram eliminados. Assim a depuração dos 
erros grosseiros do t ip o  C remanescentes é f e i t a  através da 
análise dos resíduos padronizados após o ajustamento, conforme 
comentado no item 3.3.4 , um exemplo é dado na tabela S. 04 
dentre vários testados da configuração defin ida  pela figu ra
5. 3.
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Tabela S. 04 - Valores em módulo dos resíduos padronizados dos 
pontos da configuração dada pela figu ra  3,7, com 
erro  de 0,10 mm na coordenada Y do ponto 06.
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ponto
resíduo padronizado das 
coordenadas Y
f  oto  i fo to  i +1 fo to  i +2
Ol 4.20 4. 20 —
03 3.84 3. 64 3,84
OS — 4,00 4,00
w
06 3,80 3,80 —
OS 3,80 3,60 3,80
IO — 3,70 " 3,70
11 3,60 3, BO - -
13 2. 40 2,20 2,40
IS __ -,*> G’/'»O » 3.SO
16 3,80 3,80 —
18 2,70 2, BO 2,70
20 — 3,70 3,70
21 4,20 4,20 —
23 3,84 3,64 3,84
2B 4,00 4,00
O procedimento de simples análise do resíduo 
padronizado após o ajustamento não fo i  capaz de detectar erros 
grosseiros desta magnitude CS 20 x a  D , pois conforme a 
tabela, pode-se v e r i f ic a r  que o ponto Ol e 21 tem o resíduos 
padronizado maior que o do ponto 06.
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5.2.3. Depuração dos E. G. do t ip o  D C tesie  03}
Na determinação dos erros grosse iros  do t ip o  D 
u t il iz o u —se d© dois modelos matemáticos: "Danish Method"
ond© o peso é a lterado a cada ite ração  do ajustamento e "Data 
Snooping" ond© calcu lou-se a diagonal da matriz q ^ ,  conforme 
comentado no item 3.3.5.
A constante “k" da função peso do "Danish Method” , 
quando adotada f ix a  para todas as observaçSes do t r ip le to ,  não 
deu resultados a ce itá ve is  na depuração d© erros grosseiros do 
t ip o  D.
Com is to  procurou—se determinar valores
d iferenciados para cada posição do ponto, onde os valores 
foram calculados considerando-se a d ireção X e Y Cgeometria} o 
d iferen tes  quantidade de ra ios que definem o ponto. Assim, 
estes va lores da constante ”k" são d e fin idos , para a posição, 
em função das coordenadas X e Y do ponto Cno programa} © com. 
d iferen tes  va lores quando defin idos por 2 ou 3 ra ios , 
obtendo-se assim os va lores apresentados pelas equaçSes 5.01,
5. 02, 5. 03 e 5. 04.
Os valores de "Kx" são defin idos pela equação 5.01, 
somente para pontos defin idos p°r três  ra ios.
Kx = 1,800 + Cx C5. 01}
onde os va lores de Cx são:
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00,0 mm Y < 10,0 mm —► Cx = 0,000
10,0 mm Y < 25,0 mm Cx = 0,040
25,0 mm < Y < 40,0 mm - Cx = 0,060
40.0 mm < Y < 55,0 mm —» Cx = 0,280
55,0 mm Y < 70,0 mm - Cx = 0,282
70,0 mm < Y < 85,0 mm Cx = 0,284
O(0CD mm Y < 100,0 mm Cx 55 0,286
e
Y > 100,0 mm —► Cx = 0,288.
Nas squaçSes 5.01 sSo ilustrados somsnto os valoros 
d© "Kx" dos pontos defin idos por três  ra ios Cpontos de ligaçSo 
d© modelosD , p>ois os outros pontos teriam o valor nulo.
Para o valor de "Ky" várias consideraçSes devem ser
fe i  tas:
a 3 considerando a "acelerador“ Ky = 3,5 e alterando-se o seu 
valor conforme a sua posição na díre-çao X.
> »
Ky = Ky - Cy , CB. 023
com.
OO* mm 5 X < 10,0 mm Cy =
o*o
10.0 mm < X < 20,0 mm — cy = 0,4
20,0 mm X < 30,0 mm -> cy = 0,5
30,0 mm X < 40,0 mm -> Cy - 0.7
40,0 mm < X < 50.0 mm - Cy = 1.4
50,0 mm < X < 0) o w O mm cy 0.7
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60.0 mm < X < 70,0 mm —» Cy = 0,5,
e
9
70.0 mm £ X < 80,0 mm —> Cy = 0,4,
*
b D considerando acelerador "Ky" para pontos defin idos por 
trôs ra ios Cpontos de ligação!)» em função da coordenada Y do 
ponto.
9 9 9 9
Ky = Ky - Cy C5. 03D
9
com,
00,0 mm 5 Y < 10,0 mm -* Cy = 0,000
10,0 mm Y < 25,0 mm — cy = 0.200
oIDOJ mm £ Y < *>• O ♦ O mm — Cy = O, 300
40,0 mm £ Y < 55,0 mm — Cy = 1 , 400
55,0 mm £ Y < 70,0 mm - Cy = 1,410
-g o o mm < Y < 85,0 mm —-fr Cy = 1 ,420
o[000 mm £ Y < 100,0 mm Cy 1 ,430
Y > 100,0 mm —> Cy = 1,440.
E ainda para estas pontos defin idos por três  ra ios, 
fa z-se  a seguinte consideração,
9 9 9 9 9
Ky = Ky - 1,300 , para pontos situados na fo to  central oü
9 9 9 9 9
Ky = Ky - 1,100 , para pontos situados na fo to  da d ir e ita  e 
da esquerda.
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c 3 considerando acelerador "Ky " para pontos defin idos por 
dois ra ios , em função da coordenada Y do ponto.
Ky = Ky -  COg ou CS. 043
com,
00,0 mm 5 Y < 20,0 mm - « * = 0,000 ou c k
- 0,000,
20,0 mm Y < 35,0 mm -> = 0,200 ou c k
—O,1OO,
35,0 mm < Y < 50,0 mm --> = 0,300 ou c k = 0,200,
50,0 mm < Y < 60,0 mm — = 0,400 ou = 0,300,
60,0 mm < Y <
OO
mm - = 0,600 ou = O,400,
o
Y > 70,0 mm —> Cg = 0,700 ou Cg = O,SOO.
>
sendo que Cg será u tiliza d o  somente nos pontos do modelo da 
►
esquerda e Cg será u t iliz a d o  nos pontos da d ire ita .
As equaçSes 5.02, 5.03 e 5.04 representam os valores 
de "Ky" do t r ip le to ,  determinados em f unção da fo to , número de 
ra ios , posição na d ireção "x " e posição na direção "y " do 
ponto.
Com estes va lores da constante "k ” , tes tes  nas 
d istribu içSes citadas no item S .2.1 foram rea lizados, onde 
®rros de 0,020 mm foram introduzidos nas observação. 
Obtendo-se assim uma boa e f ic iê n c ia  na detecção nas
di s t  r i bui ç3es dadas pelas figu ras  S. 1 , 5.2 e 5,3. Na
d is tribu ição  dada pela figu ra  5.4 o te s te  teve  uma e fic iê n c ia  
p a rc ia l, pois detectou, além dos pontos com erros grosseiros
outros pontos que não tinham erros. Na d is tribu ição  dada pela 
figu ra  S .5 o te s te  não fo i  e f ic ie n te ,  não conseguindo detectar 
os erros grosseiros introduzidos nos pontos. Após vários
tes tes , um exemplo é ilu strado  na tabela 5.07.
Tabela 5.05 - Resíduos e pesos do pontos das coordendas "y "
Ccom erro  de 0,020 mm no ponto 113, obtidas pelo
ajustamento com Estimativa Robusta e com "K" 
ponderado, aplicada a configuração dada na
figu ra  5. 2.
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ponto
resíduos nas coord. YCpm3 pesos das coord. Y
f oto i fo to  i +1 fo to  i -+2 fo to  i fo to  i +1 fo to  i +2
Ol -O,35S 0 ,30.1 — 1 ,ooo 1 ,ooo —
02 -0,595 0,648 — 1 ,ooo 1 »OOO —
03 -O,480 0,313 0,168 1 .OOO 1 , OOO 1 , ooo
04 — -0,732 0,725 .— 1 ,ooo 1 , ooo
05 — 0,000 -0,015 — 1 ,ooo 1 ,ooo
11* 7, 240 -O, 758 — O, 480 O, 406 —
12 -2,515 0,259 — 0,997 0 ,997 —
13 -3,488 1 ,019 2,524 0,994 1 ,ooo 0,998
14 — 0 ,603 -0,726 — 1 » OOO 1 »OOO
15 — -O,780 0,845 — 1 ,ooo 1 ,ooo
21 -0,931 0,938 _ _ 1 »OOO 1 ,ooo —
22 O, 481 -O,481 — 1 ,ooo 1 ,ooo —
23 0,801 -O » 229 -O,595 1 ,ooo 1 »ooo 1 ,ooo
24 — -0,274 0,296 — 1 ,ooo 1 ,ooo
25 — -O,336 0,343 — 1 ,ooo 1 ,ooo
Tabela 0.06 — Resíduos e pesos das coordenadas "X" dos pontos, 
obtidos da ap licação da Estimativa Robusta onde 
um erro  de 0.020 rnm fo i  introduzido na 
coordenada Y da fo to  Ci+1D no ponto 03, aplicada 
na configuração dada na figu ra  0.3.
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ponto
resíduos nas coord. XC/Jirú pesos das coord. X
fo to  i fo to  i +1 fo to  i +2 fo to  i f  oto i -*•!- fo to  .i +2
03 0,001 -0,006 0,001 O, ©63 O, OOO 0,957
08 -O,OOl 0,001 0,000 0,998 0,963 0 ,998
13. 0,000 0,000 0,000 1 , OOO 1 .OOO 1 ,000
18 0,000 0,000 0,000 1 .OOO 0,998 1 .OOO
23 0,000 0,000 0,000 1 . OOO 1 , OOO' 1 ,ooo
Pelos dados das tabelas 5.05 e 5.06 pode-se 
v e r if ic a r  que o ponto onde um erro  fo i  in troduzido, o resíduo 
ê maior e o peso é menor, configurando-se assim a e fic iê n c ia  
do modelo adotado.
Com o modelo matemático "Data Snooping", os testes 
foram rea lizados usando-se o procedimento d escr ito  no item
3.3.5. Nas d istribu içSes dadas pelas figu ras  5.1, 5.2, 5.3 e
0.4 o modelo adotado mostrou-se e f ic ie n te .  Na d is tribu ição  
dada pela figu ra  5.5 o te s te  não fo i  e f ic ie n te ,  não 
conseguindo detectar erros grosseiros do t ip o  D introduzidos 
nos pontos. Vários tes tes  foram rea lizados , um exemplo será 
ilu strado na tabela  5.07.
Tabela 5.07 - Valor do resíduo padronizado, obtidas após o
ajustamento com "Data Snooping" modificado, com 
erro  grosse iro  do 0,020 mm na coordenada Y do 
ponto 11 na fo t  i ,  na d is tr ib u ição  dada pela 





fo to  i fo to  i +1 fo to  i +2
Ol -0,23 0,18 —
02 -O, 47 0,45 —
02 1 ,23 -0,74 -0,53
04 -- -0,53 0,57
05 — 0,15 -0,11
11* 4, 86 -4, 87 —
1 ã _  a  A t r »  4 .  » 1 ,03 —
13 0,28 -0,09 -0,21
14 _ _ 0,01 -0,02
15 — 0,09 -0,11
21 -O.Ql 0,91 —
22 0,16 l O * H-
23 1 ,45 -0,47 -0,69
24 -0,29 0,28
25 — -0,18 0,20
Tabela 5.08 -  Valor do resíduo padronizado, obtidas após o
ajustamento com "Data Snooping" modificado, com 
erro  grosse iro  de 0,020 mm na coordenada X do 
ponto 03 da fo to  Ci+1D, na d is tribu ição  dada 





f  ot o i fo to  i-t-1 f oto i +2
03 4,05 -5,01 4,01
13 -1 ,03 1 , io -1 ,02
23 -0,52 O, 40 -0,55
Nas tabelas 5.07 e 5.08 verificam -se que os resíduos 
padronizado dos pontos 11 e 03 sSo maiores que os outros, 
assim pode-se v e r i f ic a r  que es te  modelo C"Data Snooping"} é 
capaz de detectar erros grosseiros do t ip o  D, quando ocorre 
apenas um erro  grosse iro  nas observaçSes.
5. 2. 4. Depuração dos E. G. t ip o  D em mais de uma observação 
Cteste 04}
Erros grosseiros foram introduzidos em mais de uma 
observação Cduas}. Os tes tes  foram rea lizados nas 
d istribu içSes dadas C5. 1, 5.2, 5.3, 5.4, 5 .5 }, somente com a
Estimativa Robusta. V erificou -se  que o modelo matemático 
adotado CEstimativa Robusta} não é capaz de detectar erros 
grosseiros em dois pontos, quando e les  estão próximos Cum 
quarto da base}, mas para os pontos distanciados de mais de um
quarto da base e les  eram detectados, conforme um exemplo 
abai xo tabelado.
Tabela 5.09 - Resíduos e pesos das coordenadas Y, obtidas após
0 ajustamento com Estimativa Robusta, na 
configuração dada pela figu ra  5.2, com erro 
grosse iro  de 0,020 mm nas coordenadas dos pontos
01 e 21 da fo to  i .
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ponto
resíduos nas coord. YCjjnO pesos das coord. Y
f  oto i fo to  i +1 fo to  i +2 fo to  i fo to  i +1 fo to  i  +2
01* 6, 706 -7, 431 — 0, 499 0, 336 —
02 -2,617 2,678 — 0,995 0,998 —
03 -2,304 1 ,549 0,785
0,183
0,996 0,999 1 ,ooo
04 — -0,153 — 1 ,000 1 ,000
05 — 1 ,076 -1,030 — 1 ,000 1 ,000
11 -1 ,894 1 ,955 — 1 ,000 0,999 —
12 -0,439 0,476 — 1 ,000 1 ,000 —
13 -2,347 -0,200 2,609 0,999 1 ,000 0,999
14 — 0, OOO -0,005 — 1 ,000 1 ,000
15 — -0,864 0,899 — 1 ,000 1 ,ooo
21* 6, 416 -6, 516 — 0, 565 0, 543 —
22 -2,327 2,357 — 0,997 0,997 —
23 -0,458 0,152 0,320 1 ,000 1 ,000 1 ,000
24 — 0,473 -0,526 — 1 ,000 1 ,000
25 —  ■ 0,702 -0,725 — 1 ,000 1 ,000
A tabela  5.09 ilu s tra  que os resíduos dos pontos 01 
e 21 sSo maiores que os outros e que seus pesos são pequenos, 
pois os pontos estão nos extremos opostos, que pode ser 
v e r ific a d o  na figu ra  5.2. , assim o modelo matemático adotado 
CEstimativa Robusta} fo i  capaz de detectar mais de um 
grosse iro  do t ip o  D.
5.2.5. Depuração dos E.G. nos pontos de enlace Cteste 05}
Os dados gerados pelo programa de fototriangu lação 
em linha, que são as coordenadas trid im ensionais dos pontos 
observados isentas dos erros sistem áticos, servem agora como 
dados de entrada para o programa de concatenação das fa ixas. 
Com estes dados fo i  f e i t a  a seguinte experiência Cteste -05} 
nas configuraçSes dadas pelas figu ras 5. 6 a 5.7..- 
te s te  05 - depuração de erros grosseiros nos pontos Cenlace} 
de ligação  entre as fa ixas.
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F A IX A  1
• F A IX A  2
► F A IX A  3
■ F A IX A  4
F i g u r a  5 . 6  -  B lo c o  co m  4  f a i x a s  e  6  f o t o s  p o r  f a i x a  com
p o n t o s  d e  e n l a c e  a l i n h a d o s
o n d e  :
O s S o  o s  p o n t o s  d e  e n l a c e  e  
o  s S o  o s  p o n t o s  d e  l i g a ç X o .
o □ o O O O
1 2 3 4 5 5
□ □ □ □ □ □7 e 0 IO 1 1 1 2
o o O O O O
1 3 14 13 13 1? 18
a o □ □ □ a
10 20 2 1 22 23 24
o o O O O O
25 25 2? 28 20 30
□ □ a a O □
3 1 32 33 34 35 35
O O O O O O
3? 38 30 40 41 42
□ O □ □ □ D43 44 45 4 «5 47 48






Figura S. 7 - Bloco com 4 fa ixas  © 6 fo tos  por fa ixa  com 
pontos d© ©nlac© n£o alinhados
Para s© v e r i f ic a r  a e f ic iê n c ia  dest© procedimento de 
depuração de erros grosseiros Ctipo C © D), introduziram-s© 
erros grosseiros de 0,020 mm nas coordenadas dos pontos de 
enlace nas configuraçSes dadas pelas figuras 5.6 e 5.72). 
Vários testes  foram rea lizados Cconform© item 4.42), dos quais 
a tabela 5.10 representa um deles.
□ □ □ □ □ □
1 2 3 4 5 5
o □ O □ O □
7 8 P I O 11 12
055 034 05 7 058 059 050
Oia 0 14 O 15 O 15 O 17 O 18
o □ a O D □
1» 20 2 1 22 23 24
051 052 053 OcS4 055 055
O 25 O 24 O 27 0 20 O 20 O 30
□ □ □ □ O D
3 1 32 3 3 ei *1 35 35
0<S? 058 049 07 0 07 1 07 2
O 37 0 38 O 30 O 40 O 41 O 42
□ D a a a □
43 44 45 45 47 4 8
49 50 51 52 53 54□ □ a □ □ a
Tabela 5.10 - Resíduos dos pontos de ligação  entre as fa ixas 1 
e 2 da d is tr ibu ição  dada pela figu ra  5.7, com 





X mm Y mm Z mm
13 0,0003 0,0032 0,603
55 0,0004 0,0053 0,274
14 0,0066 0,0045 0,830
56 0,0008 0,0003 0,082
15 0, 0195 0, 0004 0,379
57 0,0130 0,0046 1 ,416
16 0,0041 0,0000 0,356
58 0,0054 0,0043 0,560
17 0,0018 0,0091 1 ,196
59 0,0000 0,0131 0,177




O ponto 15 fo i  detectado e eliminado do bloco, pois 
o valor adotado para a máxima discrepância aceitáve l fo i  de 
0,015 mm.
Conforme a tabela 5.10 e vários outros testes  que 
foram efetuados mostraram-se e f ic ie n te s  nas coordenadas 
planimétricas, pois em todos os pontos de ligação da 
d is tr ibu ição  dada pela figu ra  5.7, das quais os erros 
grosseiros introduzidos foram detectados.
Na d is tr ibu ição  dada na figu ra  5.7* o procedimento 
não fo i  capaz de detectar erros grosseiros do t ip o  C o D. Is to  
pode ser ju s t i f ic a d o  pela d is tr ibu ição  dos pontos Calinhados), 
comprometendo assim a "geometria " ,  quando da u t i l iza çã o  do 
modelo matemático na depuração dos erros grosseiros.
A depuração de erros grosseiros nas coordenadas 
al t i  métricas não fo i  e f ic a z ,  ta lv e z  devido ao próprio 
procedimento u t i l iza d o  Cfototriangulação sequencial).
5. £. 6. Depuração dos E. G. do t ip o  B, C e D nos pontos de
contro le Cteste 06)
A fim de v e r i f ic a r  vários modelos matemáticos 
adotados na depuração dos erros grosseiros CB, C e D) nos 
pontos de contro le , desenvolveram-se programas de concatenação 
de fa i  xas e v r ârisf' on »í2iÇaO do bl occ C í*' cr mo. do nos ta. concatenação 
no sistema a rb it rá r io )  para o sistema dos pontos de controle. 
Assim, fizeram-se várias experiências nas configurações 5.8, 
5.9, 5.10, denominadas de:
- tes te  06 - depuração de erros grosseiros do t ip o  B, C e D 




F A IX A  2
FAIXA 3
■ F A IX A  4
Figura 5.8 -  Bloco com 4 fa ixas  © 6 fo tos  por fa ixas com 
pontos d© control© p la n ia lt i  métricos nos cantos © 
a lt im étr ico  ©spaçados d© no máximo duas bas©s.
A —► pontos d© control© a l t i  métrico 
b —> pontos d© contro le  p la n ia lt i  métrico 
a —> pontos fo t o t r i  angulados 
O —► pontos d© ligação  ©ntr© as fa ixas
B o A □ □ 0
1 2 3 4 5 <s
□ □ □ a a □7 e O I O 11 1 2
A O O A o A13 1 4 15 1 <s 17 10
O a O a □ □
1S> 2 0 2 1 22 23 24
A O A O O A2 5 2 <5 27 28 2 9 3 0
□ □ O □ O □a i 32 33 34 3 5 3 4
A O O A Ô A37 3 8 3S> 4 0 41 42
O □ □ □ □ D
43 44 4 5 4 4 47 49
4S> 5 0 . 5 4 52 53 54a □ A □ a a
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a o ES o D mi 2 3 4 5 <s
□ O □ n □ o7 8 9 IO 1 1 1 2
D O O a O m13 1 4 15 1 o 17 18
O D □ o □ P19 20 2 1 22 23 24
■ O a O O B25 2<S 27 28 2S> 30
□ O □ O a D
3 1 32 33 34 35 35
B O O B O a37 38 3S> 40 41 42
O n □ O n n48 “ 44 45 4<S “ 47 “ 48
„49 5 0 51 52 53 54B O □ B O B
'a 5. 9 - BI oco com 4 fa ixas  e 6 fo tos por f  a
F A IX A  1
F A IX A  2
F A IX A  3
F A IX A  4
de contro le nos extremos e no meio das faixas.
s  o  o  o  a  q  A1 2 a 4 5 <S 7 15 . A o  □ o  d a25 2<S 2? 28 29 30
a  a a  o  o  d o
31 32 33 34 3 5 3 <5 3? □ a d a a a55 3«J 57 58 59 OO
«51 «52 <S3 <54_<S5 <J<tA<S? 85 8 <5 87 88 8 S> S>0ta □ □ □ □ □ A . . . n . . . A  □ □ a  o  a7 5
gura 5.10 - Bloco com uma fa ixa  de 30 fo to s , com pontos de 
contro le d istribu ídos a cada 5 bases.
Para esta experiência vários modelos matemáticos de 
transformações de sistemas foram programados.
Corn os programas citados na tabela 4.1, vários 
testes  foram rea lizados a fim d© v e r i f ic a r  a configuração © o 
melhor modelo matemático, conforme comentado no item 4.2, nas 
d is tr ibu ições  dadas nas figu ras  5.8, 5.9 e 5.10.
Após os testes  v e r i f ic o u -s e  que a configuração dada 
pela figu ra  4.5 fornece melhores resultados, is to  Já era 
esperado, pela maior quantidade de pontos de contro le no 
bl oco.
Analisando os tes tes  r©alizados , v e r if icou -se  que. 
os programas 02 © 04 forneceram melhores resultados das
coordenadas no sistema do contro le  , quando existern mais d© 
uma fa ixa  no bloco. Os programas 03 e 05 forneceram melhores 
resultados quando e x is te  uma fa ixa  no bloco fototriangulado.
Na depuração dos erros grosseiros dos tipos B, C e D 
Cteste 063 , o procedimento adotado fo i  sequencial. Na
primeira etapa dos tes tes , fo i  rea lizada  a depuração de erros 
grosseiros do t ip o  B nos pontos d© control© , usando-se do 
modelo matemático c itado no item 4.5.
Através dos tes tes  Ctabela 5.123 rea lizados pode-se 
v e r i f ic a r  que quase todos os pontos com erros grosseiros do 
t ip o  B foram detectados em planimetria; em alguns casos, 
pontos que não tinham erro foram apontados como contaminados.
0s erros grosseiros do t ip o  B introduzidos nas 
coordenadas a l t i  métricas não foram detectados, pois durante os 
testes v e r i f ic ou -se  que o bloco tinha um comportamento 
ir regu la r , comportamento este  que depende da d is tr ibu ição  e do
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número de pontos contro le  u t i l iza d o , inv iab ilizando  assim o 
procedimento de detecção dos erros grosseiros nos pontos 
a l t i  métr i  cos.
O valor de 2,0m para o c r i t é r i o  de convergência fo i  
determinado, através de vários tes tes  rea lizados, ve r if icou -se  
que ó possível detectar erros grosseiros de 1,0 m CE.G. do 
t ip o  B3. A seguir será dado um exemplo dos testes  realizados.
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Tabela 5.11 - Resíduos das coordenadas dos pontos, com erro






01 1 ,522 0,037 0,087
05 1 ,496 0,022 8,539
06 0,000 0,000 17,938
13 1 ,580 0,063 0,000
14 1 ,693 0,082 0,158
58 0,208 0,132 0,352
18 0,198 0,219 17,684
22 0,884 0,230 0,442
0,05333 0,674 0,346
42 1 ,078 0,448 17,791
43 0,105 0,134 0,568
49* 2, 775 0,017 0,552
50 0,000 0,000 9,025
53 0,464 0,118 18,677
54 0,144 0,134 12,270
No caso acima, o ponto 49 fo i  detectado, pois- o 
valor adotado como máxima discrepância fo i  de 2,0 metros nas 
coordenadas planimétricas, como já  comentado, este  valor fo i  
determinado através de testes.
A seguir os pontos de contro le  foram depurados dos 
erros grosseiros CC e DD tendo como modelo matemático a
tran formação isogonai tridimensional e Estimativa Robusta Ck = 
1).
Os algoritmos para depurar erros grosseiros do tipo  
C e D nos pontos de contro le  não se mostraram e f ic ien tes ,  pois 
não foram capazes de detectar erros grosseiros de 0,5 m. nas 
configuraçSes testadas. Abaixo está um dos exemplos dos testes 
realizados.
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Tabela 5.12 - Relação dos resíduos dos pontos onde um erro 





XCítD YCnD ZC nO
01 0,485 0,067 1 ,776
05 0,851 0,151 1 ,561
06 -0,669 0,168 0,204
13 0,577 -0,024 1 ,961
14 0,800 0,006 -1 ,872
58 -1 ,1 55 0,043 -5,243
18 -0,858 0,183 0,496
22 0,133 0,082 2,677
33 -O,155 -0,015 -5,941
42 0,579 0,054 0,589
43 -0,938 -0,204 1 ,881
49* 1 ,880 -0,221 2,045
50 -0,947 -0,214 -1 ,948
53 -0,160 -0,056 1 ,578
54 -0,407 -0,229 0,235
A tabela 5.12 mostra que o modelo matemático não fo i  
capaz de detectar este  t ip o  de E. G. Ctipo O ,  que pode ser 
explicado pela sua magnitude ser próxima do erro sistemático 
ocorrido na concatenação das fa ixas  e da transformação deste 
CbloccO para o terreno. Assim na maioria dos casos o erro  não 
fo i  detectado, tendo um comportamento d iferenciado para cada
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tes te  efetuado.
5.3. Fototrlangulação simultânea com análise dos resultados
A fim de v e r i f ic a r  a capacidade computacional, tempo 
de processamento e a in flu ênc ia  dos erros grosseiros nos 
resultados, efetuou-se vários testes  com o programa de 
fo to tr ian gu lação simultânea com fe ix e s  de ra ios perspectivos 
C FTCH03.
Para v e r i f ic a r  o programa FTCHO, usou-se de uma 
d istr ibu ição com 10 fo tos  e 30 pontos em uma fa ixa , na escala 
de 1/5000 e d istância foca l de 200 mm. Com estes dados vários 
testes foram realizados:
a 3 tes te  07 - execução do programa sem erros grosseiros, com 
parâmetros aproximados gerados pelos programas anteriores 
C fototriangu lação sequencial5;
b 3 te s te  08 - execução do programa com parâmetros aproximados 
obtidos em uma carta na escala 1X25000, considerando um erro 
médio de ± 0,2 mm na escala da carta,
c 3 te s te  09 - execução do programa com parâmetros aproximados 
gerados por um pré-processamento, e as observações com um erro 
de 0,020 mm em duas fotocoordenadas,
d 3 te s te  10 - execução do programa com parâmetros aproximados 
gerados por um pré-processamento, e as observações com um erro 
de 0,100 mm em uma fotocoordenada e
e 3 te s te  11 - execução do programa com parâmetros aproximados 
gerados por um pré-processamento, e as observações com um erro 
de 0,150 mm em duas fotocoordenadas.
A
Tabela 5.13 - Tempo de execução, oe, número de iteraçSes © a 
máxima discrepância geradas pelo programa FTCHO.
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tes te tempo de exe.
A
ao i t e r . máxima discrepância Cm)
C 073 05™'' n43,35a 0,0030 02 0,034 0,034 0,053
cos) 08min30,98s 0,0012 03 0,035 0,034 0,053
C09) 08min30,98s 0,0016 03 0,088 0,096 0,073
CIO) 08™1n30,983 0,0048 03 0,260 0,271 0,323
C l l ) 08™in31,15® 0,0069 03 0,388 0,406 0, 484
Analisando-se a tabela 5.13, pode-se dizer que os 
erros grosseiros numa f o t o t r iangulação simultânea nSo ó 
detectado por uma simples análise da unidade de variância "a 




A análise dos resultados obtidos no capitu lo 
an terior, permitem algumas conclusdes e recomendaçSes, que 
serão comentadas por etapas.
6.2. ConclusSes
A depuração de erros grosseiros numa 
fototriangulação é muito importante, pois a c o n f ib ialidade dos
resultados depende da qualidade das observaçSes.
A fototriangu lação ’’on -line '' com depuração de erros, 
grosseiros torna este  procedimento Cdepuração de erros 
grosse iros } mais e f ic a z ,  pois os dados são depurados na medida 
em que são observadas, podendo aqui ser aplicado o 
procedimento da f i ltragem  progressiva.
A Estimativa Robusta u t i l iza d a  na depuração de erros 
grosseiros se mostrou e f ic ie n te ,  quando u ti l izad a  com 
"aceleradores va r iá ve is "  Cver item 5 .2 .3 },  calculado em função 
da posição do ponto na fo to g ra f ia  e pela quantidade de raios 
que definem o ponto.
O "Data Snooping" modificado u t i l iza d o  na depuração 
de erros grosseiros nas observaçães se mostrou e f ic ie n te ,  
depurando quase todos os erros que foram introduzidos nos 
testes.
A grande vantagem da u t i l iza çã o  do t r ip le t o  fo i  na 
depuração dos E. G. nas coordenadas "x " dos pontos de ligação 
dos modelos, pois E. G. do t ip o  D foram detectados.
A fototriangulação simultânea mostrou-se mais 
e f ic ie n te  quando os dados são depurados dos erros grosseiros, 
fornecendo valores mais con fiáve is , conforme as máximas
discrepâncias mostradas nos tes tes  do cap ítu lo  03.
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6.3. Recomendações
Os testes  foram rea lizados com dados f i c t í c i o s ,  
problema este  que póde ter mascarado muitos erros Caleatórios) 
que poderiam ocorrer nas observações. E ainda, os testes  se 
limitaram a poucas configurações dos pontos e em uma única 
escala.
Mais tes tes  e otimizações poderiam ser realizados 
nestes programas Cfototriangulação em linha e simultânea), 
visando: diminuir o tempo de execução, uma melhor d istribu ição 
dos pontos no modelo e/ou t r ip le t o  e uma melhor d istribu ição 
dos pontos de con tro le  e f o t o t r iangulados; tambem tes te  
práticos e o aprimoramento para ambiente de produção deveriam 
ser realizados.
APENDICE -  A
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Erros Sistemáticos
A. 1. I ntrodução
As imagens a serem observadas nos comparadores ou
nos resi-i bui dores anal i  bicos possuem erros que não poderiam
ser elim i nados mas que, com o conheci menbo das possíveis 
causas podem ser modelados mabemabicamenbe ou pareialmenbe 
corrig idos. Também as observaç3es execubadas nos insbrumenbos 
fotogramébricos estão num sistema a rb itrá r io ,  sistema da 
máquina, necessitando uma transformação deste sistema para o 
sistema de coordenadas fo to g rá f ica s  do modelo.
A. 2. Transformação Afim
A transformação afim com se is  parâmetros é a que 
modela mais aceitavelmente o trabalho do fi lm e, dando melhores 
resultados, segundo |02| p. 17.
x* = a x + b y  + Ax
CA. O
y ' = c x  + d y  + Ay
ou,





. y\ c d . y  . . Ly
onde:
a ,b ,c,d ,Ax,Ay são os parâmetros de transformação à
determinar,
x ' , y ’ são as coordenadas das marcas f id u c ia is  observadas e
x, y sao as coordenadas das marcas f id u c ia is  calibradas.
As matrizes A e H e o vetor U terão os seguintes
padrSes:
X 1 X 1 1 0 0 0




ri 1 0 0 0





♦ •5 ♦ 4 4 4




Xwt- E x . y .V V, E x.
v . 2 
1 n 0
simétri ca n
E yiZ E x . yt V l £ x.t
0
-  2 
si métri ca n
102
U =
51 x , x ;\, i




Z x. y ’
s y[
Desenvolvendo-ss o sistema de equaçSes normais, 
ap lica—s© a transformaçSo inversa CA. 35, em todos os pontos 
observados na fo to ,  após ©sta transformação, as coordenadas 
dos pontos estarão no sistema f ld u c ia l  e corrig idas das 
defor maçSes.
X "a  b -1 x* -  Ax
= &
. y c d y* -  Ay
CA. 35
A.3. Redução ao sistema f otogramét r ic g
A posição do ponto principal com respe ito  ao sistema 
fidu c ia l deverá ser conhecida, geralmente fornecida pelo 
c e r t i f ic a d o  de calibração da câmara, esta correção é efetuada 
através de uma translação CxQ,yo5, adimitindo-se o paralelismo 
dos sistemas f id u c ia l e f otogramétrico. A equação A. 4, escr ita  
abaixo, formula esta correção.
X  =  x  -  X o
CA. 45
y = y» - y<>
onde,
x, y são as coordenadas no sistema fotogramétrico,
x ’ , y ’ são as coordenadas no sistema fidu c ia l
'X , são as coordenadas do ponto principal referenciado ao
si stema f 1duci a i .
A. 4. Distorçges das lentes
Ao atravessar um sistema de len tes , um ra io  so fre
uma s é r ie  de desvios, provocando um deslocamento indesejável
na Imagem. Desta a d istorção radial poderia ser corrig ida  na
constante da câmara Co )  ponto a ponto Cvariando-se o c } ,  rnas
k k
como na fotogrametria trabalha-se com as coordenadas imagens,
fa z-se  as correçSes nas coordenadas, adotándo-se um valor f ix o
para a constante da câmara Cdistância foca l calibrada c 3.k
As distorçSes das len tes ob je tivas  são- causadas 
principalmente por dois d e fe ito s  ó t icos , encontrado na maioria 
dos sistemas de lentes. O primeiro d e fe ito  causa as aberraçGes 
defin idas por S e id e i, e o segundo provoca a distorção 
descentrada.
A. 4.1. Dl storção Rad-i al
A d istorção rad ia l simétrica pode ser encarada como 
sendo a componente radial indesejável da refração so fr ida  por 
um ra io  de luz ao atravessar uma len te  ou um sistema d© 
lentes.
As coordenadas afetadas da d istorção radial Cx*,y*5, 
são corr ig idas  pelo modelo desenvolvido por Conrady C19293.
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x = x * -  dx 
y = y* - dy 
dx = C K r2 + K r 4 + K x ’
1 2  3
CA. 5)
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dy ~ C K r + K r  + K r }  y ’
i 2 3
e
r 2= x ’ 2 + y ’ 2 CA. 63
onde:
K ,K ,K são os parâmetros calibradores da câmara
1 2  3
A. 4. 2. Dlst-orçao Descentrada
Ê um deslocamento da imagem provocada pela 
impossibilidade do fabricante em alinhar perfeitamente os 
eixos ó t icos  das lentes que compSe uma ob je t iva , resultando 
numa sór ie  de d istúrbios na imagem.
As coordenadas afetadas da distorção descentrada 
Cx’ , y ’ 3, são corr ig idas  pelo modelo matemático desenvolvido 
por Conrady e modificado por Brow.
x = x* - dx* 
y - y ’ - dy’
dx’ = P Cr2 + 2 x ’ 2}  + 2 P x ’ y ’4 2
C A. 7D
dy’ = 2 P^x’ y ’ + P2Cr + 2 y ' j
2 ,2. .2r = x + y
onde:
P1»P2 são os parâmetros calibradores da câmara.
A .5. Refração Fotogramétrlca
No processo de tomar fo to g ra f ia s ,  o ra io  do luz, no 
seu caminho do ponto ob jeto  para o ponto imagem, é 
continuamente flexionado devido â variação do índice de 
refração do meio.
A refração fotogramétrica é  co rr ig ida  através da
seguintes fórmulas, que podem der encontradas em jOij:
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x = x dx
y = y* -  dx
dx = x ’ C 1 + r 2/c.25 £
r k 4 S
dx -  y ’ C 1 + r 2/c.25 e. r  k 45
2 +Z




A = Cl - b Z 5 . CZ - Z 3« <9 p
B = C C1 "bZQ5 c+í-C .1. -bZpD c>i J







D - Ln 
onde:
a = 1,22560 
b = 0,02257 
c = 4,25600
2 = a lt itu de  de vôo em Km
000226 a Cl - b ZP5-
000226 a Cl - b 2s5
CA. 135
2 - a lt itu d e  do ponto em Km
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Modelo matemático Cequação de colinearidade5
C. 1 . Equaçêío de colinearidade
A condiçSo de colinearidade é dada por:
através da equaçSo B. 1 , pode-se obter as seguintes ©quaçSes,
x _ z X’
X, - Z ’ ^ x ~ 3 z*
CB. 25
y  z  Y 5
y ’ 2 * y - -2 z»
Pode-se v e r i f ic a r  que, para qualquer ponto do 
negativo o z é constante e para câmara aerofotogramétrica, 
considera-se z = f  = constante, entSo as equaçSes B.2, podem 
ser escritas :
x .  r * :
y , CB.35
y = f  2 .
Considerando ainda, que o sistema que define o ponto 
P C X ',Y  * , no espaço ob jeto  se ja  transladado, nâo paralelo e
com escala d ife ren te  ao sistema que define o ponto pCx,y,z5, 
no espaço imagem; e ainda, para tornar o sistema unívoco, pois 
tém-se vários sistemas fotogramétricos, tanto quanto forem as 
fo to g ra f ia s ,  no bloco adóta-se um sistema de coordenadas no 
espaço ob jeto , geralmente si tema geodésico cartesiano lo ca l,  
referénciando assim todos os sistemas fotogramétricos ao 
sistema do espaço objeto.
Sendo o sistema de coordenadas do espaço objeto 
dextróg iro , a transformação efetuada é dada pelo produto de 
três matrizes de rotação © um fa to r  de escala, ou seja, uma 
transformação isogonal no espaço.
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a transformação inversa da equação B-4 é:
' X’ ' ‘ X - X° ‘
Y ’ = X *  M * Y - Y°
Z ’ . Z - Z°
CB. 53
M = R C «3 WRC03 *  R Cco3 z y r  x
onde,
X,Y,Z são as coordenadas dos pontos no sistema do espaço 
ob jeto ,
^0 *^0 ,20 são as coordenadas dos centros perspectivos no 
sistema do espaço ob jeto ,
«,<£,« são os ângulos eulerianos,
RzCk3 ,RyC03 ,RxCco3 são as matrizes de rotação re la t iva s  aos 
trôs eixos ©
X é o fa to r  de escala.
Fazendo o produto das matrizes de rotação obtém-se:
c o s C  jO s e n C  *D O' c o s C  <£) O ~s<s>nC<fO" ■ 1 
1 O o
M = -s e n C  * 3 c o s C  «D 0 & 0 1 0 0  cosCw lJ senCo.O
0 O 1 s e n C  <p} 0 co sC < £) O -s e n C a .0  cosCcoD
m m m11 1 7. 1 3
m m m2 1 2 2 2 3
m m TO3 1 3 2 3 3
ml i
7Z c o s C  40 * c o s C  «D
m12 = c o s C  u D # s e n C  + s e n C a > 3 * s e n C ^ « c o s C « 5
m13 = s e n C o x )*s e n C  -  c o s C < o }# s e n C < £ 0 *c a s C « }
m21
= -c o s C  < £ )*s e n C  «3
m22 = c o s C  coO^cosC -  s e n C  ox) « s e n C  <£0 « s e n C  «5
m23
= senC co .")*cosC «D  + c o s C  ox )«sen C < /0  « s e riC  «3
m31
= s e n C  $ 0
m32 = -s e n C  <o3 * c o s d  <fà
m33 = c o s C  « 3  « c o s C  40
s u b s t i t u i n d o  a s  e q u a ç S e s  B.  6  em  B.  5 ,  t ê m - s e :
'  X * ' m11 m1 2 m1 3 ' X -  X o
y * = X a m2 1 m2 2 m2 3 » Y 0
>11
Z ’ m3 1 m3 2 m3 3 Z -  Z o
ou,
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+ m CY 
1 2
-  Y 5 o
+ m CZ -
13
Z ) ]O
Y' = X Cm CX 
2 1
- X ) o
+ m CY 
22
-  Y 3 o
+ m CZ -
23
Z 33 o
Z ’ = X Cm CX
31
- X -> o
+ m CY
32
r\01 + m CZ -
33
Zo
substituindo as ©quaçSes B. 7 ©m B. 3, tem-s©:
CB.8!)
m C X - X D + m  CY ~ Y D + m CZ - Z ) 
x _ f  x  * 1__________o_______i£_________2______ L£_________2.
m (X -  X )  + m CY -  Y 5 + m CZ - Z )
31 O 32 O 33 O
m CX - X 3 + m CY -  Y )  + m CZ - Z )
- . . 2 1  O 22 O 23 O
X  =  f   --------------------------------------------------------------------------    — ------
m CX - X 3 + m CY - Y 3 + m CZ - Z )
31 O 32 O 33 O
As equaçõ©s B.8, são conhôci das corno equação d© 
colinearidade, que relacionam os sistemas de coordenadas do 
espaço imagem com o espaço ob jeto , considerando, as rotações 
C trés ), as translações Ctrês3 e a diferença de escala entre os 
si stemas.
C.2. Derivadas Parcia is  da equação de colinearidade
Para o ajustamento pelo MMQ, a matriz A é formada, 
pelas derivadas parc ia is , da equação de colinearidade, com 
respe ito  aos parâmetros. A fim de se obter as derivadas 
parcia is , reescrevendo a equação B.8, para melhor v isu a liza r , 
têm-se:
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m, , CX "  X,P +m CY -  Y )  + ra CZ - Z 3 
fc > d  -  o  = x  + r  — i í  —  i?__________2________ 1®_________
m C X - X )  + m CY - Y 3> + m CZ - 2 3
31 O 32 Ú 33 O
m CX - X 3 + m CY -  Y 3 + m CZ - Z D
FCy) = O = y + f  ---—__________2______ i í __________2______iü_________ 2_
m CX - X ) + m CY ~ Y )  + m CZ - Z 3
31 O 32 O 33 O
fazendo,
C
FCx) = O = x + f  ——q
CB. 9)
C
FCy) = O = y + f - £q
o sinal p os it ivo , antes da constante da câmara C f),  é 
para a u t i l iza çã o  de d iapositivos .
Considerando as equações acima, as derivadas serão 
dadas por:
C qC A Y *m  -  A Z*rn  2) -  C  C A Y *m  -  A Z *m  ) 3ClCO 2 13 12 x 33 32
■4
cjp^
[ q t  A X * s e n C ^ ) « c o s C w )  -  A Y * s e n C w ) * c o s C 0 ) « c o s C « )  +q
A2*cosC w3 *cosC ̂ -3 «cosC «3 ] + Ĉ C AX^cosC + AY*s©nC oD *senC 40 -
AZ*cosC co) *senC <põ 3 ]
dF* f
—— = — CAX*m + AY»m + AZ*m )  dw q 21 22 23
dFx f  , _ . ^Fx-777— = - —  Cq#m - C #rn )  = - —
d X  2 ^ i i  x a i  d X
o  q  v
S}Çl = - ÍL  Cq*m - C *m )  = -
dY „2 12 x 32 Õ>Y.
v  q  v
d f y  f
_ _ _  -  _ „  [qCAY»m -  Â2*m D -  C *CAY»m -AZ«m
ÖW ^2 23 22 y 3 3  32
d F y  f  r
g - r -  = “  “ JqC A X * s © n C ^  íss© nC«5 -  A Y « s© n C o x )« c o sC < £ > « se n C « } +
^ q
A Z o c o s C c o ^ ^ c o s C ^ w s e n C  ] + C^C A X *c o s C  # 0  +  A Y *senC .'co5*s@ nC 03 -
c o s C  c o D ^ s e n C  3 ]J
d F y  f
AX*m + AY*m + AZ*m D d« q li i2 ia
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dpy -  f  r« -   ̂ <?Fyj v — “  ~ —~  Cq#m -  C *m D = -  -™~
dXQ ^2 21 y 31
g y  = -  * _  çq*m -  C *m 5 = -  |Ç*
dYQ q2 22 y 32 dY .
d F y  f  _  <JFvzpÿ — ~ -  —— £ q * n i  -  C *m  D = -  - ^ ~ -
d z  2 ^  23 y  33 c f Z .
u M V
AX = X -  X
o
AY li *-s 1 K
O
A Z II N 1 N
0
APÊNDICE -  D
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Resolução d© si siemas
D. 1. I NTRODUÇAO
Tem-s© na solução d© sistemas d© equações normais 
uma das mais importantes fases do ajustamento, e essa 
importância cresce no caso de ajustamentos fotogramétricos, 
que podem conduzir a sistemas com várias centenas e até mesmo 
milhares de equações normais.
Quando se tem um sistema com um reduzido número de 
equações, a solução do problema pode ser relativamente 
simples. Por outro lado, se o sistema é constitu ído de um 
ei evado número de equações, o que geralmente ocorre em 
problemas de ajustamentos fotogramétricos, a operação poderá 
ultrapassar a capacidade de memória dos computadores 
d isponíveis, tornando-se, assim, impraticável a solução 
si muitánea.
Atualmente existem muitos métodos que possibilitam  
resolver um sistema de equações normais. Alguns métodos, 
porém, possib ilitam  minimizar o uso de memória do computador; 
por esta razão, a importância de ta is  métodos aumenta com o 
"tamanho" do sistema e com os recursos disponíveis.
Nos problemas de ajustamento que ocorrem comurnente 
©m fotogrametria, a matriz dos coe fic ien tes  das equações 
normais é simétrica e p os it iva  defin ida CN = ATPA), 
propriedades estas qu© permitirão algumas sim plificações, ta is  
como:
- u t i l iza ção  da triangular superior ou in fe r io r  da matriz N,
economizando, assim, o armazenamento de quase metade dos 
elementos da N;
- exploração da grande quantidade de "zeros" existentes na 
matriz N.
As s im p lificações citadas acima representam duplo 
ganho, is t o  é, de tempo e de memória do computador. E quando 
se trabalha com microcomputadores estas s im plificações se 
tornam "indispensáveis", devido as propriedades e lim itações 
destes.
O presente trabalho fo i  desenvolvido dentro destas 
lim itações, i s t o  é, procura desenvolver os métodos de 
resolução de sistemas de forma a economizar espaços de memória 
da máquina. E com isso  acred ita -se  que possa ocorrer também 
uma economia de tempo. A "economia de memória" é conseguida 
explorando as propriedades da matriz N Cseção D. 3 ), que 
permite as s im p lificações comentadas anteriormente.
D. 2. MÉTODOS DE RESOLUÇÃO DE SISTEMAS DE EQUAÇÕES NORMAIS
Atualmente existem muitos métodos que possib ilitam  
reso lver um sistema de equações. Estes métodos podem ser 
d ire tos  ou i t e r a t iv o s ,  alguns deles serão v is tos  neste 
trabalho, com maiores detalhes.
D. 3. 1 Métodos d iretos
Os métodos d ire tos  são os que dão como resultado, 
valores exatos, a menos do erro  de operação computacional. 
Dentre os vários métodos pode-se c i ta r  e Choles ky.
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D. 2. 1. 1 . Método de CHOLESKY
O método de CHOLESKY também se fundamenta em uma 
decomposição tr iangu lar, do sistema de equaçSes normais NX=L.
Se N é sim étrica, p os it iva  defin ida, então N pode 
ser decomposta unicamente em E ET, onde E é a matriz 
triangular in fe r io r  com elementos diagonais pos itivos , não 
necessariamente unitários,
A construção de E pode ser rea lizada através do 
seguinte algoritmo:























nk i nk2 ‘ ’ ' nkk k 1 e k2‘ ‘ e kk e kk
Aplicando a de fin ição de produto de matrizes obtem-se: 
aí Elementos diagonais:
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b) El ementos nSo di acjonai s
b. 15 1- coluna
n = e ©21 2111
n = e e31 3111
n, = e, e kl k i l l
b. 2D 2- coluna
n — © © + e e
32 3 1 2 1  3 2 2 2
n = © e + e e
42 41 21 42 22
b .35 j-ésima coluna
n. . . = e . e + e e +
J + 1 , J J+ i / l  Jl  J + 1,2 j 2
. . .  + e . .e .
j + i , j j J
n. = <■» +
J + 2 , j  J + 2,1 j l  j + 2,2 j 2
. . .  + © . .e . .
J + 2 , j j j







©. .= Cn. . - £) ©. © ^/©. . » 2<j<i
IJ IJ v m jm j Jm= 1
Utilizando-se, numa ordem conveniente, as fórmulas 
Cl 5 e Cl 15 deter ml narn-se os ©^j* Uma ordem conveniente pode
se r :
© » © » © , . . . ,  e ; e11 21 31 k l ’
,. . . ,e.kk
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Uma vez calculado E a solução de NX = L f i ca  
reduzida a solução do par de sistemas triangulares:
E V = L Csubstituição normal D
D. 2. 2. Má todos I te ra t iv o s
Os métodos i t e r a t iv o s  são aqueles que permitem obter 
a solução de um sistema de equaçSes normais CNX = LD , com uma 
dada precisão, através de um processo in f in i t o  convergente, ou 
se ja , através de um número in f in i t o  de iteraçSes.
aproximados, que vão sendo melhorados gradativãmente. Assim, a 
precisão da solução vai depender do número de iteraçSes.
D. 2. 2. 1 . Método de GAUSS-SEIDEL
Seja o sistema NX = L e defin indo M, D e R por:









O i *  J
*
r n..
O i  â j
Pode-se então escrever; 
N = M + D + R 
CM + D + R 3 X - L
Por hipótese os d. . O. Pode-se então d iv id ir  cada
x. x,
equação pelo correspondente elemento da diagonal principa l, o 







os elementos de R são,






, i < j  
, i > j  e
*
os elementos de L são,
x. n. , i = 1 , 2, 3,. . . , k.
Então, o sistema NX = L fo i  transformado como se
segue,
CM + I + R )X = L ,
A
CM + I5X = -R X + L e 
X = -CM* + I5 -1R*X + CM* + 15 ” *L e 
o processo i t e r a t iv o  defin ido por,
X<1 + 1>=-CM*+ I 5 ' 1R*X<1>+ CM*+ 15 ~ 1L* 
é  chamado de GAUSS-SEIDEL.
Explicitando as componentes, usando para isso a 
equação do processo na forma;
CM + I5X = - R X + L ou
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X<l + 4> = - MV t + 1> - rV 1> + L*
resulta que o método de GAUSS-SEIDEL consiste na determinação
de uma sequência de aproximantes de índ ice t  C x * l>, 1 *
x.< i > ,t = 1, 2, 3, . .  3, a part ir  de valores in ic ia is  C x < o >
< o >
X
< o > <o >
9 • • ■ 9 x }  através do processo defin ido por:
<i+i> _ * <i> * <t>x = 0 - n x  - n x1 12 2 13 3
«  { t +1) - * < t >n x - O - n x12 1 23 3
<l +i > «  <t+i > * < t + i > ^x = - n x - n x  — O —.3 311 322
a < i > a 
- n . X, + 1  3 k k 3
( t + i )  a { t+i> a <t+i> a <t+i>
= -  n, x - n, x - n, xk k l l  k 2 2 k 3 3 - 0 - 1
Portanto, as componentes de x ' ” ' " '  são calculadas
■0 — jsucessivamente sem necessidade de se calcular CM + 1 )
D. 2. 2. 2. Método dos GRADIENTES CONJUGADOS
O método i t e r a t iv o  Ccom n passos} conhecido como
"Método dos GRADIENTES CONJUGADOS", é devido a Hestenes e
S t ie fe l .  Este método u t i l i z a  o conceito de gradiente e se
estabelece para sistemas lineares  cuja matriz dos coe fic ien tes
é simétrica e p os it iva  defin ida.
Este método consiste, basicamente, em selecionar um
vetor solução in ic ia l  X , uma direção V e uma distância a na
* i i
direção de , para obter a aproximação seguinte, X2 e assim 
sucessivamente. Portanto, pode—se d izer que, em gera l, o 
método consiste em ap licar,
X = X . + c*. V. , i=  1 , 2, 3, . . .
I. 1  V v v
Segundo CLUTHE, 1978}, este  método pode ser
considerado exato, pois fornece solução exata na n-ésima
iteração, sempre que o sistema fo r  de ordem n e as operaçSes 
aritméticas se processarem sem erros de arredondamento.
Dado o sistema, NX = L, com uma solução aproximada
X , se define o primeiro vetor resíduo r como sendo,
* i
r = L - AX e o vetor V como, V = r .1 1 1 1 1
A part ir  destes vetores continua o processo usando 
as expr essSes:
126
VTr . v va. = ---------
1 vta v .
V V
9
X. = X. + ot. V.l + l X. V V
-> II T 1 01. AV.
V + 1 v V
VTAr .
P t ~X. T
V AV.
V. = r. + (3. V ,t + 1 v + 1 ' v i
onde i = 1 , 2, 3, . . . , n.
D. 3. OtimizaçSes
A fim otimizar o esforço computacional, ou seja, 
economizar espaço de memória e tempo aumentando a capacidade 
do programa, efetuou-se a transformação da triangular superior 
da matriz N para o vetor V com a mesma quantidade de posiçSes,
127
N =
n n ................................. n
l i  1 2  in
n n .......................... n




VT = l n  n . .............n n n   n ............n 1 .
L 11 12 ln 22 23 2 n nnj
Este procedimento de transferência dos dados fo i  rea lizado 
através dos seguintes algoritmos:
NCI , J} = VC IO ,
L = I - 1 ,
K = L *  I + J - CL »  L + L}/2, 
para , I = 1 , 2 , ..............,n e J = I , I +1 , ...............n.
D. 4. Testes com métodos de resolução de sistemas
128
Os testes  foram rea lizados u tilizando-se  de duas 
matrizes,, geradas por um programa de f  o to tr i  angul ação que 
reso lve  o sistema de equaçSes normais pela Versol
método ordem tempo
39 O O V 07 , 08 ”
Cholesky 87 00* é 00 * 0) V *
1
Gauss- 39 03* 13,57’ ’
Seidel 87 13’ 47,74’ ’
Gradientes 39 01 ’ 57,70’ ’
Conj ugados 87 01 ’ 29,72’ ,’




.In th is  work was, researched, developed and 
implemented one methodology o f  gross-erros detection in the 
analytica l phototriangulation.
Data Snooping and Danish Method were the 
mathematical devices used in  gross-erros detections. The f i r s t  
one was applied in observations and the second one in 
observations and control points.
Step-by-step proceding in gross-erros detections was 
used, that is ,  errors are detected sequencelly, from the big 
one to  the small one magnitude.
A ll the system, computational programs, was 
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